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Vorwort

Dieser Band gliedert sich in Variationsrechnung, Differentialgeometrie und ma-
thematische Grundlagen der Relativitéitstheorie. Er richtet sich an Studierende
der Physik im Grund—- und Hauptstudium sowie an alle, die sich ndher mit
Variationsrechnung und Relativitéitstheorie befassen wollen. Als Einstiegsvor-
aussetzung reicht im Wesentlichen der in Band 1 behandelte Stoff.

Gegenstand der klassischen Variationsrechnung sind Integrale F(v) wie Wir-
kungsintegral, Bogenldnge oder Flicheninhalt, wobei v eine Funktionenklasse
V durchlduft, die meistens durch Randbedingungen festgelegt ist. Gefragt wird
nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine Funktion
u € V ein Minimum von F in V liefert. Notwendig hierfiir ist die Stationa-
ritéit von F an der Stelle u, wofiir 6F(u) = 0 geschrieben wird. Aus dieser
ergibt sich eine Differentialgleichung fiir u, die Euler-Gleichung. In §2 stellen
wir Euler—Gleichungen fiir einige wichtige Variationsprobleme auf.

Fiir viele Gebiete der theoretischen Physik ist es zweckméBig, ein Wirkungsprin-
zip der Form 0F(u) = 0 an die Spitze zu stellen. Dies ist meistens der einfach-
ste und sicherste Weg, die grundlegenden Differentialgleichungen aufzustellen;
dariiberhinaus lassen sich aus Invarianzeigenschaften des Wirkungsintegrals auf
systematische Weise Erhaltungsgrofien gewinnen. Demgemf spielen Variations-
prinzipien in allen Teilen dieses Buches eine wichtige Rolle, z.B. in der Punkt—
und Kontinuumsmechanik, in der geometrischen Optik, fiir Minimal- und Ka-
pillaritédtsflichen, bei Geodétischen auf Flichen und bei den Feldgleichungen
der allgemeinen Relativitétstheorie.

In der allgemeinen Relativitétstheorie wird Gravitation als geometrische Eigen-
schaft einer vierdimensionalen Raum—Zeit—Mannigfaltigkeit beschrieben. Der
fiir diese Theorie bendtigte Apparat (Mannigfaltigkeiten, Tensoren, Lorentz—
Mannigfaltigkeiten) wird in §8 und §9 bereitgestellt. Als Vorbereitung hierfiir
kann der Abschnitt § 7 iiber Flichen im R? dienen, in dem wichtige Begriffe der
Differentialgeometrie auf Mannigfaltigkeiten motiviert und mit geometrischer
Anschauung verbunden werden.

Die Autoren haben sich bemiiht, den Zugang zu den angesprochenen Themen zu
erleichtern. So werden bei der Variationsrechnung, der Hamiltonschen Mecha-
nik, der geometrischen Optik und der Differentialgeometrie von Flichen im R
die Notationen der Vektoranalysis zugrunde gelegt und die Verwendung von Dif-
ferentialformen vermieden. In der Differentialgeometrie auf Mannigfaltigkeiten
und der Relatividtstheorie (§ 8-§11) wird bei der Einfithrung von Begriffen nach
Modglichkeit die invariante Schreibweise verwendet. Diese kommt der Notation
der Vektoranalysis am néchsten und lédsst den geometrischen Gehalt deutlicher



6 Vorwort

hervortreten als der Koordinatenkalkiil. Jedoch stellen wir allen wichtigen inva-
riant formulierten Rechnungen die entsprechende Koordinatenversion zur Seite,
um den an die Koordinatenschreibweise gewohnten Leserinnen und Lesern ent-
gegen zu kommen.

Fiir wertvolle kritische Anmerkungen danken wir unseren Kollegen Frank Loose
(85) und Herbert Pfister (§ 10-§ 11) sehr herzlich. Unser ganz besonderer Dank
gilt Ralph Hungerbiihler fiir die drucktechnische Gestaltung und das Erstellen
der Figuren. Ohne seinen Einsatz, seine Sachkenntnis, seine Hilfsbereitschaft
und seine Geduld mit den Autoren hétte dieses Buch nicht entstehen kénnen.

Tiibingen, Oktober 2005 H. Fischer, H. Kaul

Zum Gebrauch. Ein Querverweis wie z.B. auf §3:3.4 (a) bezieht sich auf § 3,
Abschnitt 3, Unterabschnitt 3.4, Teil (a). Innerhalb von § 3 wird die betreffende
Stelle nur mit 3.4 (a) aufgerufen. Literaturverweise wie z.B. auf [6] GIAQUINTA,
M., HILDEBRANDT,S.: Calculus of Variations, Vol.I, Ch.6, 2.4 Prop.1 erfolgen
nach dem Muster

[6, 1], Ch. 6, 2.4 Prop. 1.
oder auch
[GIAQUINTA-HILDEBRANDT] I, Ch. 6, 2.4 Prop. 1.

Durch das Symbol (Ubungsaufgabe) werden die Leserinnen und Leser auf-
gefordert, Rechnungen oder Beweisschritte selbst auszufithren. Mit * markierte
Abschnitte kénnen bei der ersten Lektiire iibergangen werden.

Wegweiser. Fiir die Anwendungen der Variationsrechnung auf die Mechanik
und auf die Optik geniigt es, neben § 1 die ersten drei Abschnitte von § 2 zu lesen
und das Hauptergebnis § 3: 3.4 zur Kenntnis zu nehmen. Die Differentialgeome-
trie von Flédchen (§7) ist von den vorangehenden Abschnitten unabhingig; nur
bei der Kennzeichnung von geodétischen Kurven als lokal kiirzeste Linien wird
ein Ergebnis aus §5 verwendet. Fiir einen ersten, orientierenden Einstieg in die
Relativitétstheorie wird zu Beginn von § 10 ein Leitfaden gegeben.

Bezeichnungen, Symbole und Abkiirzungen orientieren sich im ersten
Teil dieses Buches an den vorangehenden Banden; im Symbolverzeichnis ist nur
neu Hinzugekommenes aufgefithrt. Ab §8 passen wir uns dagegen der in der
Differentialgeometrie iiblichen Notation an.
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Kapitel I

Variationsrechnung

§1 Ubersicht

1 Beispiele fiir Variationsprobleme

1.1 Bahnen kiirzester Laufzeit

(a) Ein Teilchen bewege sich in der z,y—Ebene so, dass seine Geschwindigkeit
in jedem Punkt (z,y) einen vorgegebenen Wert v(z,y) annimmt. Zu zwei ge-
gebenen Punkten A = (o, a), B = (8,b) betrachten wir alle Verbindungswege
C, die Graph einer C'-Funktion u : [a, 8] — R sind. Die Laufzeit lings einer
solchen Bahn C' ist

B
T = /CL _ [ VAR@E

Gefragt wird nach einem Minimum von 7 (u) in der Klasse V aller C'—diffe-
renzierbaren Funktionen u : [a, ] — R mit u(a) = a, u(8) =b.

Auf diese Problemstellung fithrt z.B. das Fermat—Prinzip fiir ein isotropes,
achsensymmetrisches optisches Medium mit Brechungsindex n(z,y) und Ge-
schwindigkeit v(z,y) = ¢/n(x,y) (¢ = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Bei
konstantem Brechungsindex ergibt sich die Frage nach der kiirzesten Verbin-
dungslinie zwischen A und B.

(b) Ein Spezialfall von (a) ist das Bra-
chistochronenproblem: Dabei sind
zwei nicht iibereinander liegende Punk- >
te A, B iiber der Erdoberfliche gege-
ben; A sei hoher als B.

Gesucht ist eine Bahn, auf der ein
Massenpunkt unter dem Einfluss der
Schwere reibungsfrei in kiirzester Zeit
von A nach B gleitet. Da diese al-
ler Voraussicht nach im Punkt A ei-
ne senkrechte Tangente haben wird, Bt
wiithlen wir das skizzierte Koordinaten- v
system. Nach dem Energiesatz ist dann

v(z,y) = V2g2.
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Zu bestimmen ist also eine Bahn mit kiirzester Fallzeit

B
_ [1+u(x)?

in der Klasse V aller C'-Funktionen u : [0, 8] — R mit u(0) =0, u(8) = b.

1.2 Minimalflichen

Minimalflichen dienen als mathematisches Modell fiir Seifenhdute. Eine in eine
oder mehrere geschlossene Kurven des R? eingespannte Fliche heiit Minimal-
fliche, wenn sich der Flicheninhalt unter kleinen lokalen Deformationen nicht
verringert. Die Annahme des absoluten Minimums des Fliacheninhalts wird da-
bei nicht gefordert. Die Frage nach der Existenz und den Eigenschaften von
Minimalfldchen bei vorgegebener Berandung wird Plateausches Problem ge-
nannt. Wir betrachten hier zwei spezielle Situationen; auf das allgemeine Pro-
blem gehen wir in §6:2.3 ein.

(a) Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet, und g : 92 — R sei stetig. Fiir
eine in die Kurve T' = {(z,9,9(z,9)) | (z,y) € 99} im R? eingespannte
Graphenfliche, gegeben durch eine Funktion u € C°(Q)NCH(Q) mit v = g auf
012, ist der Flidcheninhalt

Aw) = [ /14| Vu(z,y)|?dedy,

vergleiche Bd. 1, §25:2.5 (a). Wir fragen nach einem Minimum von A(u) unter
den eben genannten Bedingungen.

(b) Lassen wir den Graphen einer positiven C'-Funktion w : [a, 8] — R um
die x—Achse rotieren, so entsteht eine zwischen zwei Kreisringen eingespannte
Rotationsfliiche mit Flicheninhalt

B
Au) = 2m [u(z)\/1+ v/ (x)? dx.

Wir untersuchen in §2: 2.5, unter welchen Bedingungen eine solche Rotations-
fliche eine Minimalflache ist.

1.3 Das Hamiltonsche Prinzip der Punktmechanik

Wir betrachten ein mechanisches System mit m Freiheitsgraden und der La-
grange—Funktion L = T — U, wobei die potentielle Energie U(t,q) von den
Lageparametern q = (q1,...,gm) und der Zeit ¢ abhingt und die kinetische
Energie T'(t,q) von den Geschwindigkeitskoordinaten ¢ = (g1,...,q¢m) und
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von t. Fiir eine beliebige C'-Kurve ¢+ q(t) heiBt

W) = Wialtnta]) = [ L(ta(t), (b)) de

ty

das Wirkungsintegral auf dem Zeitintervall [t1,t2].

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung besagt, dass jede
Bahnkurve t — q(t) des Systems durch folgende Eigenschaft ausgezeichnet
ist: Auf hinreichend kleinen Zeitintervallen [t1,t2] ist

W(q, [ti,t2]) < W(v,[t1,t2])

fir alle C'~Kurven v : [t1,t2] — R™ 9 *
mit v(¢1) = q(t1), v(t2) = q(t2) und
geniigend kleinem Abstand zur Bahn-
kurve q.

Die Bahnkurve q minimalisiert also das
Wirkungsintegral im Vergleich mit al-
len denkbaren (virtuellen) Vergleichs-

kurven v, die aus q durch kleine, zeit- f f "
lich lokalisierte Deformationen hervor- b t2

gehen.

\/

Dieses Prinzip stellt im holonomen Fall die allgemeinste Formulierung der New-
tonschen Bewegungsgesetze dar und wird h&ufig an die Spitze der Mechanik
gestellt, vgl. [87, I] §2. Aus ihm lassen sich in systematischer und iibersichtli-
cher Weise die Bewegungsgleichungen ableiten und Erhaltungsgrofien gewinnen;
ferner bildet es den Ausgangspunkt fiir die Jacobische Integrationsmethode.

Das Hamiltonsche Prinzip ist nicht auf die Punktmechanik beschrankt; die mei-
sten Feldtheorien lassen sich auf Variationsprinzipien zuriickfithren.

1.4 Geodéitische

Eine Kurve C auf einem Flichenstiick M C R? heifit Geodétische, wenn sie
zwischen je zwei hinreichend benachbarten Punkten ai,ap € C die kiirzeste
Verbindung auf M herstellt.

Diese Minimumaufgabe 148t sich analytisch wie folgt fassen:

Wir fixieren eine Parametrisierung @ : R D U — R?® von M und erhalten
jede Verbindungslinie von aj,as € M als Spur einer Kurve 3 = ® o v, wobei
t — v(t) = (vi(t),v2(t)) eine Kurve im Parameterbereich mit vorgegebenen
Endpunkten ist. Mit den Bezeichnungen g¢;x := (9;®,0r®) ergibt sich fiir die
Lénge einer solchen Verbindungskurve

to

L) = [16@ld = [(

| ; gie(v(2)) 0i(t) mc(t))l/2 dt
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[GA], vel. Bd. 1, §25:2.1. Durch die rechte Seite ist ein Variationsintegral £(v)
fiir eine ebene Kurve mit vorgegebenen Endpunkten definiert, das zu minimieren
ist. Ndheres hierzu wird in §7:5 ausgefiihrt.

1.5 Isoperimetrische Probleme

Die Legende iiber die Griindung Karthagos (ca. 890 v. Chr.) berichtet, dass
die phonizische Prinzessin DIDO nach ihrer Vertreibung sich vom numidischen
Konig Jarbas soviel Land erbeten habe, als sie mit einer Stierhaut begrenzen
konnte. Sie soll die Stierhaut zu einem diinnen Streifen zugeschnitten haben,
um damit ein moglichst grofles Areal zu umspannen.

Dass von allen ebenen Figuren gleichen Umfangs (100 meotpuetoov) der Kreis
den grofiten Flicheninhalt besitzt, galt von Alters her als evident. Einen ersten
Schritt zum Beweis dieses Sachverhalts tat ZENODORUS um 180 v. Chr. Er zeigte,
dass die Kreisfliche grofler ist als die eines beliebigen n—Ecks mit gleichem
Umfang. Die Vollendung des Beweises fiir ebene Figuren allgemeiner Art, denen
sich ein Umfang und ein Fldcheninhalt zuschreiben lisst, gelang F. EDLER 1882
nach Vorarbeit von Jacob STEINER.

Einfacher zu behandeln ist das 1697 von Jakob BERNOULLI in Angriff genom-
mene Problem, fiir alle Funktionen w : [o, 3] — R4 mit u(a) = u(8) =0 und

B8 B
vorgegebener Graphenléinge f v/14 u/(z)?dz den Fldcheninhalt f u(z) dz un-

ter dem Graphen zum Maximum zu machen.

1.6 Die Variationsmethode fiir das Dirichlet—Problem
Wir betrachten das Dirichlet—Problem

D) —-Au = f in Q, u =g auf 9Q

auf einem Normalgebiet Q@ C R" mit gegebenen Funktionen f € C°(Q) und
g € C°(99). Zum Nachweis der Existenz einer Lésung wird in Bd. 2, §14:6 das
Dirichlet—Integral

Jw) = [ (%HVU‘F —f-v) d"x

betrachtet und die Existenz eines Minimums von J(v) in einer geeigneten Funk-
tionenklasse V nachgewiesen. Die Minimumstelle u von J liefert dann eine
Losung von (D) im schwachen (distributionellen) Sinne.

1.7 Optimale Kontrolle

Wir erldutern die Problemstellung am Beispiel der Steuerung einer Rakete. Die-
se soll auf einer Bahn t +— y(t) = (q(t),§(t)) im Phasenraum R°® in vorgege-
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bener Zeit T von a = q(0) bis b = q(T") fliegen, gesteuert durch Riickstoibe-
schleunigung u(¢) mittels Treibstoffverbrennung. Die Bewegungsgleichung sei

(1) y@) = £t y@),u@).
Es sind system— und ressourcenbedingte Einschrénkungen der Form
(2)  sty()u() =0

zu bertiicksichtigen. Zu gegebenen Daten a, b, f, g sollen die Bahnkurve y und
die Steuerungsfunktion u unter den Nebenbedingungen (1), (2) so bestimmt
werden, dass eine ,, Kostenfunktion®

Fly,u) = [ Ft,y(t),u)dt + W(T,y(T)),

O\H

z.B. der Treibstoffverbrauch, minimal wird.

Die optimale Kontrolltheorie ist ein noch in der Entwicklung befindliches Gebiet
von groBer Bedeutung fiir Technik und Okonomie. Wir kénnen aus Platzgriinden
hierauf nicht eingehen und verweisen auf die im Literaturverzeichnis angegebene
Literatur.

2 Problemstellungen und Methoden der Variationsrechnung

2.1 Variationsfunktionale und Variationsklassen

(a) Bei einem eindimensionalen Variationsproblem 1. Ordnung sind gegeben

— ein Variationsintegral F fiir Kurven v : [a, 5] — R™,
B
F(v) = [Flz,v(z),v'(2))d,
— eine Variationsklasse oder Vergleichsklasse V, welche die von der Auf-

gabenstellung her zugelassenen Vergleichskurven v enthélt.

Hierdurch ist eine Funktion
F: YV —1R

definiert, das Variationsfunktional. Bei dieser abstrakten Betrachtungsweise
werden die Vergleichskurven als Punkte in einer Menge V aufgefafit. Die Varia-
tionsrechnung fragt nach Stellen u € V, an denen F ein lokales oder absolutes
Minimum annimmt oder stationdr wird.

Maximumprobleme lassen sich durch Ubergang von F zu —F auf Minimum-
probleme zuriickfithren.

Die Variationsklasse V' besteht in den meisten Fillen aus Kurven, die ei-
ner Randbedingung geniigen, im einfachsten Fall vorgeschriebene Endpunkte
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v(a) = a, v(8) = b (Zweipunktproblem) oder bewegliche Endpunkte auf
vorgegebenen Untermannigfaltigkeiten des R™.

Komplizierte Vergleichsklassen V' entstehen durch Hinzunahme von Nebenbe-
dingungen. Beispiele hierfiir sind (vgl. Abschnitt 1):

— holonome (punktweise) Nebenbedingungen, bei denen die Kurven
auf einer gegebenen Fliche liegen sollen,

— isoperimetrische Nebenbedingungen ff G(z,v,v)dz = c,
— Differentialgleichungs—Nebenbedingungen wie in 1.7.

Variationsprobleme zweiter Ordnung enthalten auch die zweite Ableitung v”’
im Variationsintegral. Solche kommen z.B. bei der Balkenbiegung vor, wo die
Kriimmung im Integranden auftritt.

(b) Bei mehrdimensionalen Variationsproblemen erster Ordnung betrachten
wir Variationsfunktionale F :)V — R der Form

F(v) = [F(x,v(x),Dv(x))d"x.

Die Elemente von V sind hier Funktionen oder Vektorfelder auf einem Gebiet
Q C R". Die Vergleichsklasse V ist wieder durch Randbedingungen und/oder
Nebenbedingungen festgelegt, die wie oben punktweiser Art sein kénnen oder
die isoperimetrische Form G(v) = ¢ haben.

Mehrdimensionale Variationsprobleme zweiter Ordnung enthalten auch zweite
Ableitungen von v im Variationsintegral. Solche Probleme treten in der Elasti-
zitdtstheorie und in der allgemeinen Relativitdtstheorie auf.

2.2 Klassische Variationsrechnung

In diesem &ltesten Zweig der Variationsrechnung werden vorwiegend Variations-
probleme fiir Kurven betrachtet. Dabei geht es vor allem um die Aufstellung
notwendiger und hinreichender Bedingungen dafiir, dass eine Kurve u € V ein
lokales Minimum von F : V — R liefert. Was dabei ,lokal“ bedeuten soll, d.h.
welcher Abstandsbegriff fiir Kurven zugrunde gelegt werden soll, hingt von der
Natur der Aufgabenstellung ab und wird in §2:1.2 diskutiert.

Wir skizzieren die Grundidee fiir den einfachsten Fall, in welchem V nur durch
Randbedingungen festgelegt ist. Wie in der mehrdimensionalen Differentialrech-
nung betrachten wir fiir u € ¥V die Richtungsableitungen, bezeichnet mit

2

d
dF(u)p = af(u—i—scp)lszo , CF()e :

= @}—(u—i—scp)tzo .

Hat F an der Stelle u € V ein lokales Minimum, so gilt F(u + s¢) > F(u) fiir
jede hinreichend glatte Kurve ¢ mit ¢(a) = ¢(8) = 0 und fiir |s| < 1. Denn
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fiir jede solche Testkurve ¢ erfiillt u + s¢ dieselben Randbedingungen wie u
und ist fiir |s| < 1 hinreichend benachbart zu u. Es folgt

SF(u)p =0, §*F(u)p >0

fir alle Testkurven ¢.

Aus der ersten Bedingung ergibt sich ein Differentialgleichungssystem 2. Ord-
nung fiir u, die Euler—Gleichungen, deren Losungen Extremalen genannt
werden. Aus der zweiten folgt eine Konvexititsbedingung fiir den Integranden
F (Legendre—Bedingung) sowie eine Lingenbeschrinkung fiir das Intervall
[, 8] (Jacobi—-Bedingung).

Hinreichende Bedingungen dafiir, dass eine gegebene Extremale u € V ein lo-
kales Minimum fiir F : V — R liefert, bestehen in Verschiarfungen der beiden
zuletzt genannten Kriterien. Die verschirfte Konvexitdtsbedingung an den In-
tegranden, Elliptizitét genannt, erweist sich als zentraler Begriff bei allen Mi-
nimumproblemen der Variationsrechnung. Diese Eigenschaft besitzen die Wir-
kungsintegrale der Punktmechanik und (nach geeigneter Umformung) auch die
Laufzeitintegrale der geometrischen Optik.

2.3 Hamiltonsche Mechanik und geometrische Optik

(a) Ausgangspunkt fiir die Hamiltonsche Mechanik von Massenpunkten ist die
im Hamiltonschen Prinzip 1.3 formulierte Tatsache, dass fiir jede Bahnkurve
t — q(t) eines mechanischen Systems die erste Variation des Wirkungsintegrals
W(q) = W(q, [t1,t2]) verschwindet, d.h. es gilt

W(a)e = 0

fiir alle Testkurven ¢ mit ¢(¢1) = ¢(t2) = 0 und alle Zeitintervalle [t1, t2].

Aquivalent hierzu ist das Bestehen der Euler-Gleichungen, in der Mechanik
auch Euler-Lagrange-Gleichungen genannt.

Auf dieser Grundlage entwickeln wir folgendes Programm:
— Transformation der Euler—Gleichungen in ein System von Differentialglei-
chungen 1. Ordnung, die Hamiltonschen Gleichungen,
— Aufstellung von Erhaltungsgroflen fiir Systeme mit Invarianzeigenschaften
(Noetherscher Satz),

— Integrationsmethoden fiir die Bewegungsgleichungen (Hamilton—Jacobi—
Theorie).

Die im Hamiltonschen Prinzip 1.3 formulierte Minimaleigenschaft des Wirkungs-
integrals kann fiir diese Untersuchungen aufler Acht gelassen werden. Sie ergibt
sich als Folgerung aus dem Verschwinden der ersten Variation in §3:2.3.
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(b) Ein Ziel der geometrischen Optik ist die Beschreibung der Lichtausbreitung
— lings Strahlen nach dem Fermatschen Prinzip,
— durch Wellenfronten nach dem Huygensschen Prinzip,
— sowie der Nachweis der Gleichwertigkeit beider Prinzipien.

Die Verbindung der beiden Bilder der Lichtausbreitung wird durch Hamiltons
charakteristische Funktion hergestellt. Letztere ist Losung einer Differen-
tialgleichung 1. Ordnung (der Eikonalgleichung) und liefert die ,,vollstéindige
Figur“ einer Schar von Wellenfronten und eines diese transversal durchsetzen-
den Biindels von Lichtstrahlen.

2.4 Die direkte Methode der Variationsrechnung

Gegenstand der klassischen Variationsrechnung ist die Untersuchung von Extre-
malen auf deren Minimaleigenschaften. Die Anwendung der dabei aufgestellten
Kriterien setzt konkret gegebene Extremalen voraus. Nun lassen sich die Euler—
Gleichungen nur in wenigen Fillen explizit 16sen; in den iibrigen Féllen ist es
offen, ob es in einer Variationsklasse iiberhaupt Extremalen bzw. absolute oder
lokale Minimumstellen gibt.

Diese Fragen sind das Thema der direkten Methode der Variationsrechnung,
die um 1900 von HILBERT und LEBESGUE ins Leben gerufen wurde. In dieser
Theorie werden Kriterien dafiir aufgestellt, dass ein elliptisches, nach unten
beschrénktes Variationsfunktional F : V — R sein Infimum d = inf F(V)
annimmt. Diese Methode ist u.a. ein wichtiges Hilfsmittel, um die Losbarkeit
einer wichtigen Klasse partieller Differentialgleichungsprobleme zu beweisen, die
sich auf Variationsprobleme zuriickfithren lassen. Das Verfahren wurde in Bd. 2,
§14:6 am Beispiel des Dirichlet—Problems erldutert, vgl. 1.6.

Es stellen sich zwei Aufgaben.

— Existenzbeweis fiir Minimumstellen. Hierzu wird das Variationsfunk-
tional zu einem Funktional F auf eine groBere Funktionenklasse V fortgesetzt,
die beziiglich einer dem Problem angepassten Integralnorm vollstdndig ist. Nach
Einfiihrung eines ,,schwachen“ Konvergenzbegriffs wird dann gezeigt: Ist (uy)
eine Minimalfolge, d.h. eine Folge in V mit leII()lo F(ug) = d, so konvergiert

eine Teilfolge gegen ein u € V, und es gilt F(u) = d, falls F unterhalbstetig ist.

Die minimierende Funktion u besitzt u.U. nur schwache (distributionelle) Ab-
leitungen und braucht im mehrdimensionalen Fall nicht einmal stetig zu sein.
Wir sprechen daher von einer schwachen Lésung des Minimumproblems.

— Regularitidtsbeweis fiir schwache Lésungen. Unter geeigneten Bedin-
gungen werden Differenzierbarkeitseigenschaften schwacher Losungen nachge-
wiesen; bei elliptischen Variationsproblemen fiir Kurven und fiir eine gesuchte
Funktion mehrerer Variablen ergeben sich dabei optimale Aussagen, d.h. die
Losung ist so oft differenzierbar wie der Integrand F'.
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Einige Variationsprobleme der mathematischen Physik, z.B. in der Elastizitéts-
theorie, kénnen nichtdifferenzierbare Losungen haben; hier ist der schwache
Losungsbegriff der natiirliche.

2.5 Zum Aufbau des ersten Kapitels

Die Grundziige der klassischen Variationsrechnung werden in § 2 und § 3 behan-
delt. In § 2 werden die Euler-Gleichungen fiir ein— und mehrdimensionale Varia-
tionsprobleme sowie fiir isoperimetrische Variationsprobleme aufgestellt und fiir
einige klassische Spezialfille gelost; ferner werden fiir elliptische eindimensionale
Probleme die Regularitédt der Losungen bewiesen und die Hamiltonschen Glei-
chungen hergeleitet. In §3 werden notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir ein lokales Minimum beim Zweipunktproblem hergeleitet.

Wer schnell zur Hamiltonschen Mechanik (§4) vordringen will, benotigt aus
82 nur die Abschnitte 1, 2, 3, 6; von §3 ist hierfiir eine Schlussfolgerung des
Hauptsatzes 3.4 von Interesse: Das Prinzip der kleinsten Wirkung in der Punkt-
mechanik ist dquivalent zu dem der stationidren Wirkung.

Das mit dem Fermat—Prinzip verbundene Laufzeitintegral ist von anderem Typ
als das Wirkungsintegral der Punktmechanik. Integrale dieser Art, sogenann-
te parametrische Integrale, treten auch beim Problem der Geodé&tischen auf
Flachen auf. Daher wird in § 5 zun#chst die Theorie parametrischer Variations-
integrale vorgestellt, bevor das in 2.3 (b) entworfene Programm durchgefiihrt
werden kann.

Die fiir die ersten fiinf Paragraphen erforderlichen Vorkenntnisse sind im We-
sentlichen durch Band 1 abgedeckt; nur stellenweise werden Grundergebnisse
iiber gewohnliche Differentialgleichungen bemiiht. Fiir die direkten Methoden
in §6 wird dagegen in stidrkerem Mafle auf Band 2 zuriickgegrifffen. In diesem
Paragraphen miissen wir uns wegen des gesetzten Rahmens darauf beschrénken,
die Vorgehensweise zu schildern und einzelne Anwendungen zu besprechen; fiir
die Beweise verweisen wir héiufig auf die Literatur.
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§ 2 Extremalen

1 Das Zweipunktproblem

1.1 Bezeichnungen

Gegeben seien eine C2-Funktion F auf einem Gebiet Qr C R x R™ x R™,
ein Intervall [o, 8] und zwei Punkte a,b € R™. Wir betrachten das Varia-
tionsintegral

B B
F(v) == [F(z,v(z),V(z))dz, karz F(v) = [F(z,v,v')ds
auf der Variationsklasse V aller stiickweis glatten Kurven v : [a, ] — R™
mit
v(a) = a, v(8) = b,
fiir welche das Integral definiert ist.

Eine Kurve v : [a, f] = R™ heifit da-
bei stiickweis glatt, wenn sie durch
das Aneinanderhéngen endlich vieler
C'~Kurven entsteht. Dies bedeutet,
dass v stetig ist und C'~differenzierbar
mit Ausnahme hochstens endlich vieler

Stellen, wobei in den Ausnahmepunk- : —
ten die rechts— und linksseitigen Ablei- @ B z
tungen v'(z+), v/(z—) existieren.

R™ 4

Den Vektorraum der stiickweis glatten Kurven v : [o, ] — R™ bezeichnen wir
mit PC*([e, 8] ,R™) bzw. PC![a, 8] fiir m = 1. Fiir diesen Raum verwenden
wir wahlweise die C°~Norm oder die C'-~Norm,

[ullco = sup{flu@)|| |z € [0, 81}, ulles = llullco + [[u'llco ,

wobei [[u'[co als Maximum der Normen |[u’[|co;) iiber alle Glattheitsinter-
valle I von u zu verstehen ist.

Wir wéhlen als Grundmenge die stiickweis glatten Kurven, weil es Variations-
probleme gibt, die keine C*~Lésungen, wohl aber PC'-Lsungen besitzen. Sol-
che Beispiele bilden allerdings die Ausnahme und werden durch die in 1.3 (d)
angegebene Elliptizitdtsbedingung ausgeschlossen.

Der Definitionsbereich D(F) von F besteht aus allen PC'-Kurven v, fiir
welche das Variationsintegral F(v) definiert ist, d.h. fiir welche der 1-Graph
{(z,v(z),v'(z£)) | = € [0, 8]} zu Qr gehoért. Das Integral F(v) ist dabei
definiert als Summe der Integrale iiber die Glattheitsintervalle von v.

Die Punkte von Qp bezeichnen wir in §2 und in §3 mit

(.fE,y,Z) = (x7y17"'7ym72:17"'72m)'
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Entsprechend bezeichnen wir die partiellen Ableitungen von F' mit

oF _OF _OF

o= 2 A o9
Ox Yk Oy k Oz

die Jacobi-Matrizen beziiglich der Variablengruppen y,z mit
Fy = (Fyveo By Fooim (Fayye s Fuy)

» 5 Ym

und die zugehorigen Gradienten mit Vy F, V,F.

Die m x m—Matrizen der zweiten partiellen Ableitungen notieren wir in der
Form

Frz = (sz-zz)’ Fy, = (Fyk-Ze), Fyy = (Fykyz)-

1.2 Lokale Minima, erste und zweite Variation

(a) Ein Funktional F : V — R auf einer beliebigen Vergleichsklasse V C D(F)
besitzt an der Stelle u € V ein starkes lokales Minimum, wenn

F(u) < F(v) firalle veV mit [[u—v|q <1
und ein schwaches lokales Minimum, wenn
F(u) < F(v) firalle veV mit [[lu—-v|n <1.

Jede starke lokale Minimumstelle liefert auch ein schwaches lokales Minimum
[0A].

Ob es geniigt, schwache lokale Minima zu finden, héingt von der Problemstellung
ab; bei geometrischen Fragestellungen sind jedenfalls nur starke lokale Minima
von Interesse.

Die Aufstellung notwendiger Bedingungen fiir eine lokale Minimumstelle u € V
geschieht einheitlich fiir beide Fille nach folgendem Muster.

(b) Zu der Variationsklasse V = {v € D(F) | v(a) = a, v(B) = b} des
Zweipunktproblems betrachten wir den Variationsvektorraum

8V = {¢ € PC'([0, 8],R™) | p(a) = p(8) =0} .

Die Elemente von 6V nennen wir Variationsvektoren.

Firu eV, ¢ € 6V und s € R hat dann u+ s dieselben Randwerte wie u und
ist fiir |s| < 1 beziiglich jeder Norm zu u hinreichend benachbart.

Fiir eine lokale Minimumstelle u ist daher F(u) < F(u + s¢) fiir ¢ € §V und
|s] < 1 und somit

2

d—f(u+s<p)| o =0 fiiralle ¢ €4V.

d
—F(u+ sp) P 0, 15 o

ds
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(¢c) SATZ. Gegeben sei u € V. Dann gilt fiir jedes @ € 0V

utsp eV fir |s|<K1,

d
B
= [(Fy(z,u,u) ¢ + Fu(z,u,u') - ¢')dz,

d
2 F(u)p = T]:(u + scp)|S:0

2

d
ﬁ !
= f ( 907FYY(m7uau )§D>
+ 2<(P/7 FZY(x7 u, u/)()o> + <‘10/7 FZZ(:E7 u, u/)cpl>) de‘ .
Die Linearform
0F(): 6V =R, p—dF(u)p
heifit erste Variation von F an der Stelle u, und die quadratische Form
SPFu): 0V —R, ¢—d8F(ue,
heifit zweite Variation von F an der Stelle u.
In der Literatur wird 6F(u)y auch bezeichnet mit
0F
BEWEIS.

Es geniigt, eines der kompakten Teilintervalle I von [a, 3] zu betrachten, auf
dem die Einschrankungen von u und ¢ beide C'-differenzierbar sind. Da die
Menge K = {(z,u(z),u’(z)) | # € I} kompakt ist, gibt es ein r > 0 mit
(z,y,z) € QF, falls |ly —u(z)|| + ||z — ' (z)|| < r. Es folgt u+ sp € D(F),
sobald |s| - ([l¢(z)]| + [l¢"(z)]l) < r fiir z € 1.

Nach dem Satz iiber Parameterintegrale und der Kettenregel folgt fiir |s| < 1

F(z,u+ sp,u’ + s¢’)dx

&l
R —w

(Fy(x,u+ sp, 0’ +sp') o + Fu(z,u+sp,u’ +s¢’) ~cp’) dz .

Il
R —w

Die Formel fiir die erste Variation folgt fiir s = 0, die fiir die zweite Variation
durch weitere Ableitung nach s und Einsetzen von s =0 [TA]. g
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(d) Zusarz. Ist u €V zusitzlich C*-differenzierbar, so gilt
B
=/ <V F(z,u,u) — L [V,F(z,u,u’)] ,go(ac)>da:

fiir alle Variationsvektoren ¢ € 6V.

Dies ergibt sich aus (b) durch partielle Integration wegen ¢(a) = ¢(8) = 0
und der C'-Differenzierbarkeit von z +— F,(z, u(z), u’(x)).

1.3 Euler—Gleichungen und Extremalen

(a) SATZ. Jede starke oder schwache lokale Minimumstelle u von F:V — R
ist ein stationérer (kritischer) Punkt, d.h. es gilt

0F(u) = 0.
Dies folgt unmittelbar aus 1.2 (b).
(b) Sarz. Eine C*-Kurve u € V liefert genau dann einen stationdren Punkt

von F:V — R, wenn u die Euler—-Gleichungen

d oF ) oF ,
(EG) 15, k(x u(@),u'(@)| = 3 k(as u(z),u'(z)) (k=1,...,m)
erfillt.

Diese Gleichungen, oft auch Euler—Lagrange—Gleichungen genannt, lassen
sich zu einer vektoriellen Gleichung zusammenfassen:

d

s [VZF(x, u(z), u/(x))} = VyF(z,u(z),u'(z)).

Jede C?-Losung von (EG) heiBt eine Extremale von F bzw. von F.

BEWEIS.
Nach dem Zusatz 1.2 (d) gilt fiir jede C*~Kurve u und fiir ¢ € §V

0F(u)e = [ (E(x),e(z))dr mit der vektorwertigen Funktion

R —

E(z) = % [VZF(a:,u(x),u'(a;))] — VyF(z,u(z),u'(z)).

Aus dem Verschwinden der ersten Variation,

B

f (E(z),p(x))de =0 fir alle ¢ €V,
ergibt sich mit dem in 1.4 (c) folgenden Fundamentallemma der Variationsrech-
nung die Behauptung E = 0. a
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Aus (a) und (b) folgt:
(¢) Notwendige Bedingungen von Euler (EULER 1744). Nimmt das Varia-

tionsintegral F :V — R fiir eine C*>~Kurve u € V ein starkes oder schwaches
lokales Minimum an, so erfillt u die Fuler—Gleichungen.

(d) Es stellt sich die Frage, in welchen Fillen fiir eine lokale Minimumstelle u
von F:V — R die Kurve z — u(x) automatisch C*-differenzierbar ist und
damit die Euler—Gleichung erfiillt. Dass dies nicht immer gelten muss, zeigt das
in 1.5 (¢) folgende Beispiel. Fiir elliptische Variationsprobleme ist die Antwort
positiv:

Ein Variationsintegral F bzw. dessen Integrand F heifit elliptisch, wenn die
Leitmatrix F,(z,y,z) an jeder Stelle (z,y,z) € QF positiv definit ist und
wenn das Gebiet Qp mit je zwei Punkten (z,y,z1), (z,y, 22) auch die Verbin-
dungsstrecke enthélt. Unter diesen Voraussetzungen gilt der

Regularititssatz. Ist F elliptisch, so folgt aus §F(u) = 0 die C*-Differen-
zierbarkeit von u.

Der Beweis wird in 3.4 nachgetragen.

(e) Die Euler-Gleichungen liefern ein System gewohnlicher Differentialglei-

chungen 2. Ordnung fiir u = (u1,...,um); dessen Term héchster Ordnung
ist

P(z)u”(z) mit der Leitmatrix P(z) = Fy(z,u(z),u’(z)).

(f) In der Mechanik sind folgende Bezeichnungen iiblich: Lautet das Wirkungs-
integral

ta
W(q) = fL(t7 ql(t)7 s 7qm(t)a ql(t)7 R qm(t)) dt,
t1
so werden die Symbole qi,...,¢m,q1,-..,{m auch als unabhingige Variable der
Lagrange—Funktion L = L(¢,q1,...,qm,q1,-..,dm) verwendet und die partiel-
len Ableitungen von L entsprechend mit

oL oL
(‘3qk ’ qu

bezeichnet. Die Euler—Lagrange—Gleichungen erhalten damit die suggestive Ge-

stalt

d | 0L R oL .

— | = (t = = .

o [8qk(7q,q)] 8qk(,q,q)

Durch Weglassung der Argumente ergibt sich die Kurzform
d 0L oL

dt 9. Oqi’
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Die Verwendung der gleichen Symbole fiir die Variablen von L und die gesuch-
te Losung erspart bei konkret gegebener Lagrange—Funktion Schreibarbeit und
wird auch von uns bei Einzelbeispielen praktiziert. Fiir die Theorie ist dies aber
wegen der Gefahr von Konfusionen nicht zu empfehlen; hier ist eine feste Varia-
blenbenennung — unabhéngig von den einzusetzenden Kurven — vorzuziehen.

1.4 Das Fundamentallemma der Variationsrechnung
(a) Unter einer Testfunktion auf einem Gebiet Q@ C R™ verstehen wir eine
C*—Funktion ¢ : R" — R, deren Triger (engl. support)

supp ¢ := {x € R" | (x) # 0}

kompakt ist und in © liegt. Den Vektorraum aller Testfunktionen auf Q2 be-
zeichnen wir mit Cg°(Q2). Entsprechend bezeichnet Cg°(Q, R™) die Gesamtheit
aller Testvektoren ¢ = (p1,...,0m) mit pr € C°(Q) (k=1,...,m).

Es gibt beliebig scharf lokalisierte Testfunktionen:
SATZ. Zu jeder Kugel K.(a) CR™ gibt es eine Testfunktion ¢ mit

©>0 in K.(a), ¢=0 auferhalb K.(a), [ od'x = 1.
]R"VL

BEWEIS.

Durch (t) := e™'/* fiir t > 0, (t) := 0 fiir ¢t < 0 ist nach Bd.1, §10:1.8
eine C*—Funktion auf R gegeben. Setzen wir

p(x) = e p(r® —|x —al?)

mit einer Konstanten ¢ > 0, so ist ¢ € C*(R"), ¢(x) > 0 in K,(a) und

©(x) = 0 sonst. Bei passender Wahl von ¢ ergibt sich f pd'x = 1. O
]R"VT,

(b) Fundamentallemma der Variationsrechnung (Du BoOIS—-REYMOND

1879). Ist f:R"™ D Q — R stetig und gilt

ff-sod"x = 0 furalle p € C°(Q),
Q
so folgt f = 0.

BEWEIS.

Angenommen, es gibt ein a € Q@ mit f(a) # 0, 0.B.d.A. f(a) > 0. Da f stetig
ist, gibt es ein r > 0 mit K,(a) C Q und f(x) > 1f(a) fir x € K,(a). Nach
(a) gibt es ein ¢ € C°(Q2) mit ¢ >0 in K,.(a), ¢ =0 auBlerhalb K,(a) und
f pd"x = 1. Fiir diese entsteht ein Widerspruch zur Voraussetzung:

R?

Osz«god”x: f frod'x > %f(a) f npd"x:%f(a) > 0. O
Q K, (a) Kr(a)
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(¢) Fundamentallemma (vektorwertige Version). Ist f : R" D Q — R™
stetig und gilt

J £ @)d"x = 0 firalle ¢ € CZ(Q,R™),
Q

so folgt £ =0.

Dies folgt unmittelbar aus (b) durch die Wahl ¢ =1 - e, mit ¢ € C°(Q) fiir
k=1,...,m.

Daraus ergibt sich der fiir die Herleitung der Euler-Gleichungen in 1.3 (b) noch
fehlende Schlufl wegen Cg°(Joy, B[, R™) C V.
1.5 Beispiele

(a) Das in §1:1.1 vorgestellte Laufzeitintegral schreiben wir in der Form

F) = | f(z,v(x)/1+v'(x)?dz

R —w

mit einer C>-Funktion f:R? D Q — Rso. Mit den in 1.1 vereinbarten Varia-
blenbezeichnungen ergibt sich fiir den Integranden F

Fla,y.2) = fleyVit2,  Feyz) = fley)Vit2,

f(w,y)-z _ f(m7y)
Nk F..(2,y,2) N > 0.

Das Variationsintegral ist also elliptisch. Daher ergibt sich fiir eine Minimum-
stelle v von F in V = {v € PC' [, ] | v(a) = a, v(3) = b} als notwendige
Bedingung die Euler—Gleichung

4 xux& :g‘rum u'(x)?
i | Fene) 2| = G )T,

FZ(%% Z) =

Héngt f nicht von y ab, so erhalten wir daraus eine DG 1. Ordnung

!
flx)- & = ¢ mit einer Konstanten c.
1+ u/(x)?

Ist f konstant, so liefert diese DG u'(x) = const, also eine Gerade.

(b) Ein Variationsintegral ohne Minimumstelle wurde 1870 von Karl WEIER-
STRASS angegeben. Es lautet:

Fv) = } 220 (z)*de  auf V= {v € PC'[-1,1] | v(£1) = £1}.

—1
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Fir die skizzierten u, € V ist A
1/n 5 o ) 1+
Flun) =2 [ n’a’dz = 2,
0 Unp,

also gilt inf{F(v) | v eV} =0.

Das Infimum wird nicht angenommen.
Denn aus F(u) =0 folgt u'(z) =0 fiir
x # 0 und wegen der Randbedingun-
gen u(z) = —1 fiir z < 0, u(z) =1
fir x > 0, d.h. u ist unstetig und da-
mit nicht in V gelegen.

Karl WEIERSTRASS betrachtete anstelle der u, die Folge der C*°—Funktionen
vn(z) = arctan(nzx)/arctan(n). Fiir diese gilt ebenfalls lim F(v,) = 0 [UA];
das Infimum von F auf der kleineren Variationsklasse ¥V N C*[—1,1] ist also
ebenfalls 0.

3|~

-1

(¢) Ein Variationsintegral, das sein absolutes Minimum nur fiir Funktionen mit
Knickstellen annimmt, fand EULER 1779:

Fv) = f(v’(w)2 — 1)2 de auf V = {ve PC! [0,1] | v(0) = v(1) = 0}.
0

Fiir jede Zickzackfunktion u € V), die
intervallweise die Ableitungen 1 oder
—1 besitzt (Fig.), nimmt F das ab-
solute Minimum 0 an.

Auf der kleineren Variationsklasse

Vi =vnc'o1

hat F zwar auch das Infimum 0; die- & >—b
ses wird aber von keiner C'~Funktion 1
angenommen.

Um letzteres einzusehen, betrachten wir die durch u(z) = % - ’x - %| gegebene
Funktion u € V mit Dreiecksgestalt. Wegen u’ = +1 ist F(u) = 0. Durch
1

Ausrundung der Ecke bei x = 5 mit kleinen Parabelbogen erhalten wir eine

Folge von Funktionen u, € VN C*[0,1] mit lim F(u,) =0 [TA].

Gilt F(u) =0 fiir eine C'-Funktion u, so folgt |u'| = 1. Nach dem Zwischen-
wertsatz kann dann v’ nur einen der Werte 1 oder —1 annehmen, daher kann
u die Randbedingungen nicht erfiillen.

Somit nimmt F sein Minimum auf V nur fiir Funktionen mit Knicken, nicht
aber fiir C*~ oder C?-Funktionen an, obwohl der Integrand C*°—differenzierbar
ist. EULER fand dies ,,paradox“.
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Was ergibt sich aus der Euler-Gleichung - [2(u’(x)2 - 1)u'(x)] =07 Fiir de-

ren Losungen w gilt (u'(2)? — 1)u’(x) = const = ¢, also kann u’ hochstens drei
Werte annehmen und muss daher nach dem Zwischenwertsatz konstant sein.
Die einzige Extremale in V ist somit die Nullfunktion. Es ist leicht zu sehen,
dass F :V — R an der Stelle w = 0 ein schwaches, aber kein starkes lokales
Maximum besitzt [UA].

Beachten Sie, dass F nicht elliptisch ist wegen F., = 2(32’2 -1).

2 Losung der Euler—Gleichung in Spezialfillen

2.1 Erste Integrale der Euler—Gleichungen

(a) Zu gegebenem Variationsintegral F mit Integrand F heifit eine C'~Funk-
tion V : 2r — R ein erstes Integral der Euler—Gleichungen, wenn

%[V(x7u(x)7u'(w))] =0 bzw. V(z,u(z),u’(z)) = const.

fiir jede Extremale u von F.

Mit dem Auffinden eines ersten Integrals V' ist meist ein Schritt zur Integration
der Euler—Gleichungen getan; im Fall m = 1 folgt z.B. aus der Euler—Gleichung
eine implizite Differentialgleichung 1. Ordnung V(z,u(z), v (z)) = c. Bevor wir
dies vertiefen, geben wir fiir zwei spezielle Situationen ein erstes Integral an.

(1) Tritt im Integranden F' die k-te Variable yj nicht auf, soist V = F., ein
erstes Integral aufgrund der k—ten Euler—Gleichung. Die betreffende Variable
wird dann zyklisch genannt. Diese Situation ergibt sich héiufig fiir Winkelva-
riable wie beim nachfolgenden Beispiel (b).

(2) Tritt im Integranden F' die Variable z nicht auf, so ist
Viy,z) = Fu(y,2) -z — F(y,2)
ein erstes Integral. Denn fiir jede Losung u der Euler—Gleichung gilt
L V(nu)] = L [F(uu) u — F(uu)]
= % [Fr(u,u)]-u' + Fy(u,u’)-u”

— Fy(u,u’)-u’ — F,(u,u)-u”’

= (£ [Fp(u,u)] — Fy(u,u))-u = 0.

(b) BEISPIEL. Wir beschreiben die (ebene) Bewegung eines Massenpunkts im
Zentralfeld durch Polarkoordinaten t — (r(t), ¢(t)). In der Lagrange—Funktion

N SR S N
L = Qm(r +r<p) U(r)
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treten der Kurvenparameter (hier ¢ genannt) und die Winkelvariable ¢ nicht
auf. Aus (2) und (1) folgt mit der Bezeichnungsweise 1.3 (f)

L L 1

277' + g?‘p — L = §m ('f‘2+r2¢2) + U(T) — const. = E’
oL 5. . )

8Tb = mr‘y = const. = J (Energiesatz und Flichensatz).

B
2.2 Variationsintegrale der Form F(v) = [ F(z,v’) dx
[e3

Wir setzen voraus, dass F(z,z) auf Qr = I xJ mit offenen Intervallen I,J die
Elliptizitdtsbedingung F.(z,z) > 0 erfiillt. Unser Ziel ist, die Minimumstellen
von F in V = {v € PC'[a, B] N D(F) | v(a) = a, v(3) = b} explizit zu
bestimmen.

(a) Sei u € V eine schwache lokale Minimumstelle von F : V — R. (Dies
ist insbesondere der Fall, wenn w eine absolute Minimumstelle ist). Dann gilt
0F(u) = 0, und nach dem Regularitiitssatz 1.3 (d) ist u eine Extremale, d.h.
eine C?~Losung der Euler—Gleichung. Da F nicht von y abhingt, ist F, ein
erstes Integral, vgl. 2.1 (1), d.h. es gilt

1) Fu(z,u'(2) = ¢

mit einer Konstanten c. Wegen F.. > 0 kann die Gleichung F.(z, z) = ¢ nach
z aufgelost werden, d.h. es existiert eine C'~Funktion f mit

F.(z,2) = ¢ <= 2z = f(z,¢)

(Satz iiber implizite Funktionen; die explizite Bestimmung von f braucht nicht
in allen Féllen zu gelingen). Somit ist (1) dquivalent zu

2) () = flz,0),
und wir erhalten aus dem Hauptsatz und den Randbedingungen

z B
uw(@)=a+ [ f(t,c)dt und b—a=u(B)—ula)= [ f(tc)dt.

o @

(b) Wir kehren nun die Schluweise um und nehmen an, dass die Konstante ¢
so gewéhlt ist, dass

B
(3) [flt,e)dt = b—a.

[e3
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Diese Gleichung besitzt hochstens eine Losung ¢, denn aus F.(z, f(z,c)) = ¢

B B
folgt F..(z, f(z,c)) - %(w,c) =1, also £ [f(t,c)dt=[ g—’:(t, c)dt > 0.

[e3

8
SATz. Erfillt ¢ die Gleichung f ft,e)dt=b—a, so liefert

u(z) = a—i—fzf(mc)dt fir x € [o, 0]

ein striktes absolutes Minimum von F :V — R, d.h. es gilt F(u) < F(v) fir
alle veVY mit v #u.

BEWEIS.

Wir zeigen, dass im Fall der Lésbarkeit von (3) die angegebene Lésung u das
einzige Minimum von F in V liefert.

Sei v €V und ¢ :=v—u# 0. Wegen u, v € D(F) ist die Menge
K = {(z,u' () + s¢'(z1)) |z € [o, 0], 5 € [0,1]}

eine kompakte Teilmenge von Qp = I x J, also besitzt F,. > 0 dort ein
Minimum p > 0. Zu jeder Glattheitsstelle z von u und v gibt es ein ¥, € ]0,1]
mit

B
Wegen F.(z,u'(z)) = ¢, [¢'(z)de = ¢(B)—¢(a) =0 und F.. > o in K
folgt :

F(v) > f(u)Jr%gfgo’(x)Qd:v > F(u) fiir v—u=¢#0,

denn ¢’ =0 und ¢(a) = p(B) = 0 implizieren ¢ = 0. O

2.3 Die Brachistochrone

Wir betrachten das Variationsintegral

8
Flv) = /\/%dx

fir v € PC'[0,3] mit v(0) =0, v(8)=b>0.
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Bis auf den Faktor 1/4/2g ist F das im Brachistochronenproblem §1:1.1 (b)
auftretende Laufzeitintegral. Dieses Variationsintegral féllt insofern aus dem
bisher betrachteten Rahmen, als bei der Integration Randpunkte des Definiti-
onsgebiets Qp = {(z,y,2) | © > 0} von F(z,z) = /(1 + 22)/z einbezogen
werden und das Integral F(v) als uneigentliches aufzufassen ist. Die Anwen-
dung der Schliisse von 2.2 bedarf jedoch nur geringfiigiger Modifikationen.

Fiir den Integranden gilt

1 2 1 1
F.(z,2) = —— —, F..(r,z) = — - — > 0.
@) =7 Jivo =2 = 7 Ty

(a) Notwendige Bedingungen fiir ein Minimum. Sei u eine Minimumstelle von
F in V= {v € PC'0,8] | v(0) =0, v(B8) = b}. Dann gilt F(u) < F(u+ sp)
fiir alle Testfunktionen ¢ auf ]0,3[. Da deren Tréger den Punkt x = 0 nicht
enthilt, ergibt sich 6F (u)p fiir ¢ € C°(]0,3[) wie in 1.2, ebenso bleiben alle
daraus gezogenen Schliisse giiltig: Wegen F,, > 0 in Qp ist u nach dem
Regularitétssatz C2-differenzierbar in ]0, 3], und es gilt die Euler-Gleichung.
Nach 2.1 ist F. ein erstes Integral, also existiert eine Konstante ¢ mit

/
L& =c fir 0<z<g.

Vi irewr

Demnach hat u'(z) ein festes Vorzeichen in ]0,3]. Wegen u(8) = b > 0 folgt
¢ > 0, und die Auflésung nach v’ (x) ergibt

, T .
= t = —.
(x)  u'(x) gy Wit 7=

Da «/(z) in einer rechtsseitigen Umgebung von x = 0 stetig ist, gilt diese Glei-
chung auch fiir = = 0. Die Konstanten ¢ bzw. r sind nach den Uberlegungen
2.2 durch die Randbedingungen festgelegt. Offenbar muss 2r > (§ gelten.

Die Losung der DG (x) 148t sich als parametrisierte Kurve ¢ — (x(¢),y(¢))
darstellen. Hierzu setzen wir () :=r (1 —cosy) = 2r sin® £ fiir ¢ € [0, o],
wobei o < 7 gegeben ist durch

B =z(po) = 2rsin2(<p0/2), bzw. o = 2arcsin+/3/2r.
Fiir y(p) :=u(z(p)) folgt dann mit (x)

r(1 — cosp)

r(1 4 cosp) R

Y(p) = u(z(p))-2'(p) =

1— 2
= %-Tsin@ =7-(1—cosyp).
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Mit y(0) = 0 ergibt sich durch Inte-

gration die Parameterdarstellung A b Y
z(p) =7 (1 —cosp),
y(p) = (p —sinp)

fiir 0 <y <o <.

Diese stellt ein Zykloidenstiick dar, d.h.

ein Stiick derjenigen Kurve, die ein 3
Punkt auf einem Rad mit Radius r B
beim Abrollen geméf Skizze dieses Ra- z

des auf der y—Achse beschreibt [TA].

(b) Ewxistenz eines A = (0,0) und B = (8,b) verbindenden Zykloidenbogens.
Wir zeigen: Die Punkte A und B kénnen genau dann durch einen Zykloiden-
bogen, der Graph iiber der z—Achse ist, verbunden werden, wenn

b
B2

Wir zeigen zuerst die eindeutige Bestimmtheit des Abrollwinkels o < ; der
Rollradius r ergibt sich dann aus 8 = x(po) = r (1 — cos o). Fiir ¢o muss
gelten

u(B) y(po)

1—cosyp '

Die Funktion g :]0,7] — ]0,7/2] ist bijektiv und streng monoton wachsend.
Denn es gilt fir 0 < o <

2(1 —cosp) —psing 9 sing - (tanﬁ—g)

0
(1 — cosp)? (1 — cos p)? =5

g'(p) =

ferner g(m) = %, und lirg g(¢) = 0 nach der Regel von de ’'Hospital.

©—0+
Somit ldsst sich jeder Punkt B = (3,b) mit 8> 0 und 0 < b < w3/2 durch
genau einen Zykloidenbogen in Graphengestalt mit A = (0,0) verbinden.

Die durch den Zykloidenbogen definierte Funktion u liegt in ¥ N C?[0, 8] und
erfiillt die Euler—Gleichung. Dies ergibt sich durch Riickwértsverfolgen der Rech-
nungen in (a) und (b) [TA].

(¢) Die Minimumeigenschaft der nach (b) bestimmten Extremalen u ergibt
sich wie in 2.2 (b) durch Taylorentwicklung von F' beziiglich der z—Variablen:
Sei v €V, ¢:=v—u und o :=max{|u' (z)| + |¢'(z3)| | z € [0, 3]}. Dann gilt



2 Losung der Euler—Gleichung in Spezialfillen 31

fiir alle Glattheitsstellen = € ]0,3] von v wegen F.(z,u'(z)) = ¢
F(z,W'(x)) = Fz,v'(z)) + Fa(z,u'(2)) - ' (2)
1
+ 5 Pz (,0/(2) + 029 (2)) - ¢ ()

1 1
4+ — — 9
2\/5 ‘/1+O'23

Y

F(z,u'(z)) + - ¢'(2)

Integration dieser Gleichung unter Beriicksichtigung von ¢(0) = ¢(8) = 0
ergibt

F) = Flutg) =2 Flu)
mit Gleichheit nur fiir ¢’ = 0, also fiir ¢ =0 wegen @(a) =0.

(e) Das Zykloidenpendel. Schwingt ein Massenpunkt unter dem Einfluss
der Schwerkraft reibungsfrei auf einem Zykloidenbogen, so hidngt seine Schwin-
gungsdauer T nicht von der Gréfle des Ausschlags ab. Nachweis als in zwei
Schritten (Koordinatensystem wie oben):

(i) Die Zeit T'/4 fiir die Bewegung vom Hochpunkt z = zo (0 < zo < 2r) bis
zum Tiefpunkt z = 2r ist nach den Uberlegungen §1:1.1 (b)

/ 2
71+u(m) dx, wobei u'(gc)2 = i

2r —x

2g(z — x0)

(ii) Das Integral hingt nicht von zo ab.

Christiaan HUYGENS zeigte diese Ei-
genschaft der Zykloide 1659 mit Hilfe
von klassischen Exhaustionsmethoden.
(Der Differentialkalkiil stand ihm noch
nicht zur Verfiigung.)

Dariiberhinaus fand er (Horologium os-
cillatorium...1673), dass die Zykloi-
denbahn durch ein Fadenpendel reali-
siert werden kann, dessen Faden sich an
Backen anschmiegt, die ihrerseits Zy-
kloidenform haben (vgl. auch §7:1.3).

Er gab damit die Konstruktionsidee fiir eine Pendeluhr, deren Schwingungs-
dauer vom Pendelausschlag unabhéngig ist.
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B
2.4 Variationsintegrale der Form F(v) = fF(v,v') dx

Wir setzen wieder die Elliptizitét von F(y,z) voraus:
F..(y,z) > 0 in Qp =1 xJ mit offenen Intervallen I,.J.

Kritische Punkte von F in ¥V = {v € PC'[a, 3] | v(a) = a, v(8) = b} sind
dann nach dem Regularitiitssatz Extremalen; daher haben wir nur C?~Lésungen
der Euler—Gleichung zu betrachten.

Nach 2.1 (2) liefert

V(y,z) = F:(y,2) - 2= F(y,2)
ein erstes Integral. Zu jeder Extremalen u gibt es also eine Zahl ¢ mit
() V(uu) = F(u,v) v — F(uu') = c.

Eine allgemeine Regel zur Behandlung dieser Gleichung 148t sich nicht geben.
Denn wegen V.(y,z) = F..(y,z) - z ist die eindeutige Auflésbarkeit der Glei-
chung V(y,z) = ¢ nach z nur in Bereichen mit z > 0 bzw. z < 0 gesichert;
die Nullstellen von u’ sind aber meist a priori nicht bekannt.

L&t sich allerdings aus den Gegebenheiten des Einzelfalls auf die Existenz
héchstens einer Nullstelle von u’ schlieen, so sind die folgenden Ansitze aus-
sichtsreich.

Hat ' keine Nullstelle, so fiihrt (%) auf eine separierte Differentialgleichung
u' = f(u,c). Ist  — u(z,c) die Lésung mit u(a, ¢) = a, so kann die unbekannte
Integrationskonstante ¢ ggf. aus u(8,c) = b bestimmt werden.

Steht wie im folgenden Beispiel 2.5 fest, dass die gesuchte Extremale u genau
eine Minimumstelle zo besitzt, die in ]a, 8] liegt, so bietet sich folgendes Ver-

fahren an: Lokale Auflésungen der Gleichung V' (y, z) = ¢ seien z = f4(y, ¢) fir
z>0, z= f_(y,c) fir z < 0. Die Losungen der Anfangswertprobleme

v = f(u,c), uwl@)=a und v = fi(u,c), uw(B)=b
miissen sich an der Stelle 2 zu einer C?—Funktion verbinden lassen. Dies fiihrt

auf Bedingungen fiir die unbekannten Konstanten c, z¢.

2.5 Das Katenoid

(a) Wir behandeln das Problem rotationssymmetrischer Minimalflichen, die
zwischen zwei koaxiale Kreisringe eingespannt sind, vgl. §1:1.2 (b). Der Ein-
fachheit halber wihlen wir beide Kreisringe mit Radius 1 im Abstand 23 und
betrachten alle Fldchen, die durch Rotation des Graphen einer Funktion aus

V = {vePC'[-5,4] | v>0, v(-F) = v(B) =1}
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um die z—Achse entstehen. Deren Fliicheninhalt ist A(v) = 27F(v) mit

B
F) = [ (@) /14 (2)de.
-8

Sei w € V die Profilkurve einer rotationssymmetrischen Minimalfliche. Dann
verschwindet die erste Variation des Flidcheninhalts A, d.h. es gilt §F(u) = 0.

Der Integrand F(y,z) = y+/1+ 22 ist bei Beschrinkung auf die Halbebene
Qr ={(y,2) | y > 0} elliptisch, denn es gilt

yz y >O7 Fy(y7z):\/1+z2

Fo(y,2) = ——m——r |, Fo(y,2) = —0——
(y,2) A (y,2) "

Aufgrund des Regularitiitssatzes 1.3 (d) ist u somit C*~differenzierbar.

(b) Nach 1.3 (b) ist daher das Verschwinden der ersten Variation 6F(u) = 0
dquivalent zur Euler—Gleichung, welche sich vereinfacht zu

1) W u—@W)-1=0.

Fiir Differentialgleichungen dieser Art gibt es kein allgemeines Losungsverfah-
ren. Da es sich hier aber um die Euler—Gleichung eines Variationsfunktionals
vom Typ 2.4 handelt, finden wir ein erstes Integral V' durch

2
z
V(y72)=Fz(y>Z)'Z—F(y7Z)=%—yvl—kz?:—\/%.

Somit gilt

2) % = ¢ in [-3,8] mit einer Konstanten ¢ > 0.

1+ (x)?

Aus der Euler—Gleichung (1) folgt u” > 0, also besitzt u genau eine Minimum-
stelle zop €] — 3, 0[, und dies ist die einzige Nullstelle von «’. Damit ergeben
sich durch Auflésung von (2) die separierten Differentialgleichungen

2 2
w o= — (%) —1 in [-f, =], u =+ (%) —1 in ]zo,[].
Das in 2.4 skizzierte Verfahren besteht darin, die erste Gleichung mit Anfangs-
wert u(—0) = 1, die zweite mit Anfangswert u(3) = 1 zu lésen und die Kon-
stanten c¢,xo aus den Bedingungen u(zo) = ¢, u'(xo—) = v'(zo+) = 0 zu
bestimmen. Diese etwas miihsame Prozedur kénnen wir uns hier ersparen, denn
die Kombination von (1) und (2) liefert die einfache Differentialgleichung

" N2 -2 2 ” -2
v ru=1+ W) =c "u, also u =c “u.
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Diese besitzt nach Bd. 1, §10:4 die Losung u(z) = cre®/c + CQe_x/C, und unter
Berticksichtigung der Randbedingungen ergibt sich

cosh(z/c) c

(3) u(@) = cosh(B/c)

= — - cosh
Y

(%) mit v :=c-cosh (g) .

(¢) Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen durch (3) eine Extremale fiir
F:V — R, d.h. eine Losung der Euler—Gleichung (1) gegeben ist.

Aus (3) folgt [UA]

7 ’ 2 —2 2 (T —2 . .2/ _92
- —1= h? (%) - W (5 —1=4"2-1
u(z)u' (z) —u' (z) v~ % cos (c) v “sin ( c) v ,

also gilt (1) genau fiir v = 1, d.h. nach

Definition von ~ fiir
(4) c¢-cosh(B/c) = 1.

Wir schreiben dies in der Form

s B

cosh s

Die Funktion s +— s/coshs nimmt das
Maximum [y =~ 0.6627 an genau einer

Stelle so ~ 1.1997 an (Fig.).

=f mit s := —.
c

Bo -

cosh s

»
T L
S

S0

Fiir 8 > (o besitzt die Gleichung (4) also keine Lésung ¢, fiir 8 = By genau
eine und fiir 0 < 8 < o genau zwei. Damit erhalten wir:

Fiir die Profilkurve u einer rotations-
symmetrischen Minimalfidche mit den

Randwerten u(£8) =1 gilt
B < Bo

und

u(z) = c¢-cosh(z/c),

wobei ¢ > 0 eine Losung der Gleichung

c-cosh(fB/c) =1
15t.
Der Graph der Funktion
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heifit Kettenlinie; die von ihr erzeugte Rotationsfliche wird Katenoid oder

Kettenfldche genannt.
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Auf das Problem der hingenden Kette, von dem sich der Name ableitet, gehen
wir in 5.2 (1) ein.

(d) Fiir den Fldcheninhalt A(u) des von u erzeugten Katenoids ergibt sich
A(u) = 20F(u) = 2mc- (,6’+sinh g) ,

wobei ¢ der Gleichung (4) geniigt.

Fir 8 < fBo seien ci, c2 die Losungen der Gleichung (4) mit ¢1 < ¢2 und
u1, ue die zugehorigen Profilkurven. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) A(u1) und A(uz) wachsen mit 8 bis zum Maximalwert 2mso, wobei die
Zahl so ~ 1.1997 in (c) definiert ist.

(if) Fir 0 < B < Bo ist A(u2) < A(u1).

(iii) Fiir 0 < 8 < Bo ist u2 eine starke lokale Minimumstelle von F in V.
(iv) Dagegen ist u;1 fiir 0 < 8 < Bo keine schwache lokale Minimumstelle von
F; insbesondere besitzt F fiir 8 = o kein lokales Minimum.

Die Aussagen (iii) und (iv) beweisen wir in §3:3.5.

Diese Ergebnisse stehen in Ubereinstimmung mit Seifenhautexperimenten. Von
den zu c1,c2 gehorenden Katenoiden wird nur das mit dem grofleren Taillen-
radius ce beobachtet; das zu ¢; gehodrende wird wegen seiner Instabilitét nicht
realisiert. Die Seifenhaut bleibt beim Auseinanderziehen der Kreisringe solange
bestehen, bis deren Abstand 28 ~ % erreicht, danach zerplatzt sie. Im Grenz-
bereich ist ihr Flidcheninhalt 27so mit sp ~ 1.2 grofler als die Flidche der beiden

Kreisringe.

3 Der Regularititssatz fiir elliptische Variationsprobleme

3.1 Die notwendige Bedingung von Legendre

Der im folgenden bewiesene Regularitétssatz setzt die positive Definitheit der
Leitmatrix F,, auf Qp voraus. Dass die positive Semidefinitheit von F,, auf
dem 1-Graphen einer schwachen lokalen Minimalkurve eine notwendige Bedin-
gung ist, sei an dieser Stelle im Vorgriff auf §3:1.2 (a) ohne Beweis mitgeteilt:

SATz (LEGENDRE 1786). Ist u € V eine schwache lokale Minimumstelle des
Zweipunktproblems F : V — R auf [, 8], so gilt

Fpo(z,u(z),u’(z£)) > 0

fir alle x € ]a, B].
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3.2 Schwache Extremalen und integrierte Euler—Gleichung

(a) Gegeben sei ein C?-Integrand F auf einem Gebiet Qr C R x R™ x R™.
Eine stiickweis glatte Kurve u : I — R™ auf einem offenen Intervall I mit
1-Graph in Qp wird eine schwache Losung der Euler—Gleichungen oder
schwache Extremale von F' auf I genannt, wenn

(%) u)p = f( (z,u,u’) - + Fz(x,u,u')~go’) dr =0

fiir alle ¢ € C°(L,R™) gilt, vgl. 1.2 (c).

Fiir das Variationsintegral des Zweipunktproblems F : V — R gilt beispiels-
weise nach 1.3 (a): Hat F an der Stelle u € V ein lokales Minimum, so ist
0F(u) = 0 und damit u eine schwache Extremale von F in ]a, g[.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass bei elliptischen Variationsproblemen jede
schwache Extremale C?-differenzierbar ist.

(b) Sarz. Ist die PC'~Kurve u eine schwache Extremale von F auf I, so gibt
es zu gegebenem xo € I einen konstanten Vektor c, so dass

V. F(z,u(@),w'(2) = [ VyF(tu(t),w(®)d + c

z0
an jeder Glattheitsstelle © € I von u gilt.

Wir sagen, die schwache Extremale erfiillt die Euler—Gleichungen in inte-
grierter Form.

BEWEIS.

Wir notieren die Beziehung (*) in der Form

JUVF (2, u(@),u' (), ¢' () + (Vy F(z, u(z), w'(2)), ¢())) dz = 0.

T
Durch partielle Integration folgt mit g(z f Vy F(t,u(t),u’(t)) dt
£

J(VeF(z,u(z),u'(z)) — g(x), ¢ (z)) dz =0 fir alle ¢ € C°(I,R™).

Der Rest des Beweises ergibt sich aus dem folgenden Lemma. O

(¢) Das Hilbert—-Lemma. Ist f : I — R™ auf einem offenen Intervall I
stiickweis stetig und gilt

J £, )dx = 0 firalle @€ CX(I,R™),
I



3 Der Regularitétssatz fiir elliptische Variationsprobleme 37

so gibt es einen konstanten Vektor ¢ mit f(z) = c¢ an allen Stetigkeitsstellen
x €I von f.

BEWEIS.
(i)  Wir verwenden folgende Verallgemeinerung des Fundamentallemmas:

Ist g: I — R stiickweis stetig und gilt fI g-p =0 firalle o € C(I), so ist
g(x) =0 in allen Stetigkeitspunkten x von g.

Denn zu jedem Stetigkeitspunkt von g gibt es eine offene Intervallumgebung
J, so dass g auf J stetig ist. Nach Voraussetzung gilt fJg - = 0 fir alle
¢ € C°(J), und nach dem Fundamentallemma 1.4 (b) folgt ¢ =0 in J.

(ii) Es reicht, den Fall m = 1 zu betrachten. Sei also f : I — R stiickweis
stetig und fI f-¢ =0 fiir alle ¢ € CX(I). Wir fixieren eine Testfunktion
wo € CZ(I) mit fI o = 1. Fiir eine beliebige Testfunktion ¢ € C°(I) wihlen
wir ein Intervall [a, 8] C I, das die Trigermengen supp ¢o, supp ¢ enthélt und
setzen

b@) = [ (et)— (J 0) - wolt)) dt.

I

Offenbar gilt ¢ € C*°(R) und ¢ (z) =0 fiir x < a. Fiir x > 3 ergibt sich

B
(@) = [(ot) = ([#)-wo®) dt = [o—=([¢) [wo = 0.
Somit gilt 1 € CZ(I) und daher nach Voraussetzung mit ¢ := fI(f-goo)
0= [fv = [f(e=([¢)w)=[(f-0¢

fiir beliebige ¢ € CZ°(I).
Nach (i) folgt f(xz) — ¢ =0 in allen Stetigkeitspunkten z € I von f. O

3.3 Elliptizitdt und Legendre—Transformation

(a) Im Beispiel von Euler 1.5 (c) nimmt das Variationsintegral F sein Mini-
mum nur fiir Funktionen u an, die mindestens eine Knickstelle besitzen, d.h.
eine Stelle, an der rechts— und linksseitige Ableitung voneinander verschieden
sind. Um einzusehen, wie solche Phéanomene auszuschlieflen sind, betrachten wir
die integrierten Euler-Gleichungen 3.2 (b), denen jede lokale Minimumstelle u
geniigt. Diese besagen, dass es eine stetige Funktion g auf dem Intervall I gibt
mit
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an allen Stetigkeitsstellen = von u’. Sind die beiden einseitigen Ableitungen
z_ =u'(zo—) und z4+ = u'(xo+) an einer Stelle zo € I voneinander verschie-
den, so folgt wegen der Stetigkeit von u und g an der Stelle xo

V. F(zo,u(z0),2-) = VaF(xo,u(xo0),24).

Das Auftreten von Knickstellen bei schwachen Extremalen ist daher ausgeschlos-
sen, wenn z+— V,F(x,y,z) fiir alle in Betracht kommenden z,y injektiv ist.
Dies garantiert die schon in 1.3 (d) genannte Elliptizitidtsbedingung:

Der Integrand F eines Variationsintegrals F (bzw. F selbst) heifit elliptisch,
wenn die Leitmatrix Fy,(z,y,z) an jeder Stelle (z,y,z) € QF positiv definit
ist und wenn Qp mit je zwei Punkten (z,y,2z1), (z,y, z2) auch die Verbindungs-
strecke enthélt, d.h. wenn jeder z—Schnitt Qs = {z € R™ | (z,y,2) € Qr}
konvex ist.

Die Elliptizitédt spielt eine zentrale Rolle bei allen Minimumproblemen.

(b) Umkehrsatz. Ist der Integrand F : Qr — R elliptisch und CT—differen-
zierbar (r > 2), so ist die Legendre—Transformation

(.’L‘, y7 Z) = @(ZE, y7 Z) = (xa y7 VZF(:C7 y7 Z))
ein C"~'-Diffeomorphismus zwischen Qr und einem Gebiet Qy C R*™TL,

Die Umkehrabbildung ¥ : Qg — Qp der Legendre—Transformation ist somit
von der Form

Y(z,y,p) = (2,y,4(z,y,p)),
wobei Z: Qp — R™ die eindeutig bestimmte C"~'~Abbildung ist mit

VzF(lIJ,y,Z):p Aad Z:Z(‘T7y7p)'

BEWEIS.

(i) @ st injektiv. Die Gleichung @®(z,y,z) = (z,y,p) ist dquivalent zu
V.F(x,y,z) = p. Daher ist ® genau dann injektiv, wenn fiir jeden Punkt
(z,y) € Q die Abbildung

f:Q,y —2R™, z+— V,F(z,y,2)

injektiv ist, was wir jetzt zeigen. Nach Voraussetzung ist f'(z) = F,.(z,y,2)
positiv definit. Fiir a,b € Q, , mit h:=b —a # 0 setzen wir

m

g(t) = (h,f(a+th)) Z (a+th)h
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Aufgrund der Konvexitdt von Q. ist g(t) fiir 0 <t < 1 definiert und C'-
differenzierbar mit

g = 3 difelat th)hihy = (hf(a+th)h) > 0
k=

2 1

wegen der positiven Definitheit von f’. Es folgt
(b, f(b) —f(a)) = g(1) —g(0) > 0,

insbesondere f(b) # f(a).
(ii) @ ist ein C"'-Diffeomorphismus. Die Jacobi-Matrix von ® hat die Ge-

stalt
r_ E'm+1 0
¢ = ( * Ay ]’

wobei Epy1 die (m + 1) x (m + 1)-Einheitsmatrix ist und A,, = F,, eine
positiv definite und daher invertierbare m x m-Matrix. Also hat ®’ an jeder
Stelle den Maximalrang 2m + 1. Nach dem lokalen Umkehrsatz Bd. 1, §22:5.2
gibt es zu jedem Punkt aus der Bildmenge Qg = ®(Qr) eine Umgebung, die
zu Qp gehort. Also ist Qg offen und als stetiges Bild eines Gebiets wegzusam-
menhéngend. Damit ist ® eine bijektive Abbildung zwischen zwei Gebieten,
deren Umkehrung C"~!-differenzierbar ist. |

3.4 Der Regularititssatz
(a) SATz (HILBERT 1899). Ist F' elliptisch und C"—differenzierbar (r > 2), so
ist jede schwache Extremale u von F C"—differenzierbar.

Insbesondere kann das Variationsintegral F des Zweipunktproblems mit ellip-
tischem Integranden ein lokales Minimum nur fiir C?>~Funktionen annehmen.

BEMERKUNG. Der Regularititssatz bleibt giiltig, wenn wir an Stelle von PC!—
Kurven die gréflere Klasse der absolutstetigen Kurven zugrundelegen. Dies wird
fiir die direkte Methode wichtig. Néheres hierzu in §6:1.1 (c), §6:3.3.

BEWEIS.

Sei u: I — R™ eine schwache Extremale und zo € I. Dann gibt es nach 3.2 (b)
einen konstanten Vektor c mit

(1)  V,F(z,u(z),u'(z)) = nyF(t,u(t),u’(t)) dt + ¢ =: g(z)

o

an allen Differenzierbarkeitsstellen « von u. Nach 3.3 (b) ist (1) &dquivalent zu

(2) v(x) = Z(z,u(@),g@));
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dabei ist Z : Qg — R™ eine C" '-Abbildung, und g ist stetig auf I als
unbestimmtes Integral der stiickweis stetigen Funktion ¢ — VyF (¢, u(t),u’(t)).

Wegen (2) kann u’ zu einer auf I stetigen Funktion erginzt werden, d.h. u
ist C'-differenzierbar.

Hieraus folgt die C'-Differenzierbarkeit von g und damit auch von u’ aufgrund

von (2). Die Behauptung fiir r > 2 ergibt sich durch Induktion. O

(b) Lokale Version des Regularitéitssatzes. Der Integrand F sei C"—
differenzierbar (r > 2) auf einem beliebigen Gebiet Qp, und u : I — R™
sei eine C'-differenzierbare schwache Extremale mit

Foa(z,u(z),u'(z)) > 0 firale z€1.

Dann ist u eine C"—differenzierbare Extremale.

BEWEIS.

Zu zo € I gibt es eine Umgebung Qo = @ x R C QF von (o, u(xo), u’(x0))
mit offenen Quadern Q@ c R™"!, R ¢ R™, so dass Fuz(z,y,2z) > 0 auf Q.
Ferner gibt es wegen der Stetigkeit von u’ ein § > 0 mit (z,u(x),u’'(z)) C Qo
fiir |z — zo| < ¢. Damit sind auf Qo die Voraussetzungen des Regularitétssatzes
(a) erfiillt, und es folgt die C"—Differenzierbarkeit von u auf |xg — §, 29 + §[. O

4 Mehrdimensionale Variationsprobleme

4.1 Gauflscher Integralsatz und partielle Integration

(a) Fiir ein beschrinktes Gebiet © C R™ bezeichne C'(Q2) die Gesamtheit
aller C'-Funktionen u auf Q, fir die v und Oiu,...,0yu stetig auf Q fort-
setzbar sind; fiir die Fortsetzungen verwenden wir wieder die Bezeichnungen
o, . ..,00u, vgl. Bd. 2, §10:5.2.

Zu gegebener stetiger Funktion g auf 99 setzen wir
Cy(Q) := {u e C'(Q) |u:g auf GQ} .

Co(Q) ist also die Menge der Funktionen uw € C'(€2) mit verschwindenden
Randwerten, und es gilt C2°(Q) C C3(Q).

Mit Hilfe der Supremumsnorm
[Vllgo = max{[v(x)|| |x€Q}
fiir stetige Funktionen v : Q — R™ definieren wir auf C'(Q2) die C'~Norm

[ullgr == llullco + [Vullco-
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(b) Der GauBsche Integralsatz im R? wurde fiir GauBsche Gebiete in Bd. 1, § 26
bewiesen. Wir formulieren hier kurz die Voraussetzungen fiir eine allgemeinere
Version im R"™ (siehe Bd. 2, §11:3 oder [128] §10).

Ein Randpunkt a € 99 eines Gebiets Q C R"™ heiflit C"—regulidr (r > 1),
wenn es eine C"—Funktion v auf einer Umgebung U von a gibt mit nichtver-
schwindendem Gradienten und mit

UnQ = {xeU|y(x) <0}, U\NQ = {xeU]|y(x)>0}.
Auf der Untermannigfaltigkeit OpgQ aller C'-reguliren Randpunkte ist das
stetige duflere Einheitsnormalenfeld n lokal definiert durch V4/||V].

Ein beschrianktes Gebiet 2 C R"™ wird Normalgebiet genannt, wenn die Hy-
perfliche Oree? endlichen (n — 1)-dimensionalen Flicheninhalt besitzt und der
Rest von 99 (im R® bestehend aus Ecken und Kanten) eine Nullmenge im
Sinne der (n — 1)-dimensionalen Inhaltsmessung ist, vgl. [128] § 10.

Ein Gebiet heifit C"—berandet (r > 1), wenn jeder Randpunkt C"-regulir ist.

(c) GauBlscher Integralsatz. Ist Q@ C R" ein Normalgebiet mit dufierem
Einheitsnormalenfeld n und v ein Vektorfeld mit v € C°(Q) N CH(Q), so gilt

divvd'x = v,n)do,
(v,n)
Q oQ

falls das links stehende Integral existiert.

Die Existenz des linksstehenden Integrals ist fiir v € C*(Q) gesichert.

(d) Partielle Integration. Sei 2 ein Normalgebiet. Dann gilt fiir u € cl(Q),
v e CHQ)

Ju-Owwd'x = — [Opu-vd'x (k=1,...,n).
Q Q

Dies ergibt sich aus dem Gauflschen Integralsatz fiir die auf 9Q verschwinden-
den Vektorfelder vy =u-v-ey:

0 = fdivvkd"x = f(u«@karaku-v)d”x.
Q Q

4.2 Variationsprobleme mit Randbedingungen

Die Grundkonzepte bei Variationsproblemen fiir Funktionen auf dem R"™ sind
die gleichen wie bei Variationsproblemen fiir Kurven; wir kénnen uns deshalb
kurz fassen.

(a) Das Variationsintegral. Gegeben sei eine C>-Funktion F auf einem
Gebiet Qr C R™ x R x R"”, der Einfachheit halber Qr = Q¢ x R X R~
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mit einem Gebiet 2o C R"™. Ferner seien ) ein Normalgebiet mit QC Qo und
g: 00 — R eine stetige Funktion.

Wir betrachten das Variationsintegral

Fw) = fF(x,v(x),Vv(x))d"x7 kurz F(v) = fF(x,v,Vv)d"x

auf der Variationsklasse V = C;(ﬁ) der Funktionen mit vorgeschriebenenen
Randwerten g.

Fiir die Variablen von F' vereinbaren wir die Bezeichnungen
(%,9,2) = (T1,-+ s Tny Y, 2155 2n),

entsprechend notieren wir die partiellen Ableitungen von F' mit
Fy, Fopy Fyy, Fyzy, Frizy, -

Weiter sei V,F der Vektor mit den Koordinaten F.,,...,F.

Zn und Fzz die
n X n-Matrix (F%,z,)-

(b) Erste und zweite Variation. Der Variationsvektorraum zur Variations-
klasse ¥V = Cj(Q) ist 6V := C5(Q). Fiir u € ¥V und ¢ € 9V gilt dann
u+ sp €V fiir alle s € R (bzw. fiir |s| < 1 bei allgemeineren Gebieten Qp,
vgl. 1.2). Mit dem Satz iiber die Differenzierbarkeit von Parameterintegralen

Bd. 1, §23:5.2 ergibt sich

OF (u)p = i}'(u + sgp)’

ds

f( (x,u, Vu) p + (V. F(x,u, Vu), ch))dx
2 d?
FF(u)p: = d2.7-—(u+sg0)|

= f (Fyy(x7 u, Vu) 9 + 2 Z Fyzp, (x,u, Vu) @ O
Q k=1

+ Y Fn(xu, Vu)agpakgo)
i k=1

Die Linearform
0F(u): 0V — R, ¢—dF(u)p
heifit die erste Variation und die quadratische Form

PF(u): 6V =R, ¢ 8F(u)p

die zweite Variation von F an der Stelle u € V.
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(c) Lokale Minimumstellen. Wir nennen u € V eine starke lokale Mini-
mumstelle von F : V — R, wenn

F(u) < F(v) firalle veV mit ||u—v]qo <1
und eine schwache lokale Minimumstelle von F, wenn

F(u) < F(v) firalle veV mit ||[u—v]c <1,
vgl. 4.1 (a). Starke lokale Minimumstellen sind auch schwache.

(d) Extremalen und schwache Extremalen. Hat 7 :V — R in v € V
ein absolutes oder lokales Minimum, so gilt §F(u) = 0, d.h.

0F(u)p = 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € C°(Q).
Nach (b) bedeutet dies

f(Fy(x, u, Vu) - ¢ + (VoF(x,u, Vu),th)) d"x = 0
Q

fir alle ¢ € C°(2).

Jede Funktion, welche diese Bedingung auf einem Gebiet Q mit Q C Qo
erfiillt, nennen wir eine schwache Extremale oder eine schwache Lésung
der Euler—Gleichung von F'.

Ist u zusitzlich C?-differenzierbar in Q und damit x +— F,(x, u(x), Vu(x))
dort C!-differenzierbar, so erhalten wir durch partielle Integration des zweiten
Terms im Integral fiir die erste Variation

0= 0F(uwe = [ (Fy(x,u,Vu) —div [VZF(X,U,VU):I) cpd'x

fiir alle ¢ € CZ°(€2). Mit dem Fundamentallemma 1.4 (b) folgt dann:

(e) SATZ. Jede auf einem Gebiet Q C?-differenzierbare schwache Extremale
u von F erfillt dort die Euler—Gleichung (EG)

div [VZF(X, u(x), Vu(x))] = Fy(x,u(x), Vu(x)) in Q.
Eine C?-differenzierbare Losung der Euler-Gleichung wird Extremale von F

(oder auch von F) genannt.

(f) Regularititssatz. Jede schwache Extremale u € C*(Q) ist C*-differen-
zierbar, wenn der Integrand F C>-differenzierbar und elliptisch ist.

Letzteres bedeutet im mehrdimensionalen Fall die Existenz einer Zahl p > 0
mit

(h, Fu(x,y,2)h) > p|h|® firalle (x,y,2) € Qr und he R".
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Diese Aussage ist eine Folge des Regularititssatzes von MORREY, siehe [25]
Thm. 1.10.3.

AUFGABE. Schreiben Sie die beiden Differentialgleichungen
—Au =W’ (p>1), —div(|Vu|"T?Vu) = f (¢>2)
jeweils als Euler—Gleichungen von Variationsintegralen.

4.3 Variationsprobleme ohne Randbedingungen

Wir betrachten dasselbe Variationsintegral F wie oben, wihlen aber als Varia-
tionsklasse V = C'(9Q), schreiben also fiir die Vergleichsfunktionen keine Rand-
bedingungen vor. Der zugehdrige Variationsvektorraum &V ist dann C*(Q).
Damit ergibt sich fiir jeden kritischen Punkt v € ¥V von F:V — R

0F (u)p = %}-(U_HP)’SZOZO fir alle o € C'(Q).

Setzen wir u € C?(Q) und Elliptizitit voraus, so liefert das Verschwinden der
ersten Variation 0F(u) zwei Informationen:

(1) w erfillt die Euler—Gleichung in €,

(ii) w erfillt die natiirliche (Neumannsche) Randbedingung
(n(x), Vo F(x,u(x), Vu(x))) = 0 fir alle x € Oreg?,
n bezeichnet hierbei das duflere Einheitsnormalenfeld auf Oreg€2.
BEWEIS.
Fiir ¢ € C'(Q) gilt
div (¢ - Vo F(x,u, Vu)) = (V. F(x,u, Vu), Vo) + ¢ - div [V, F(x,u, Vu)],
also liefert der GauBsche Integralsatz 4.1(d) fiir alle ¢ € §V

0

0F(u)p = f(Fy(x,u7 Vu) ¢ + <VZF(X,u7 Vu),V<p>) d"x
f (F (x,u, Vu) — div [VZF(X, u,Vu)]) cpd'x

+f< VquVu)>~<pdo.

Da dies insbesondere fiir alle Testfunktionen ¢ € C°(Q2) gilt, ergibt sich nach
den Schliissen von 4.2 die Euler—Gleichung.

Fiir beliebige € C'(Q) bleibt hiernach die Gleichung
0 =0F(u)p = f f-pdo mit f(x) = <n(x),VZF(x,u(x),Vu(x))>
o0
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iibrig. Aus dieser folgt f =0 auf O 2. Denn angenommen, fiir ein a € Oreg2
gilt f(a) # 0, 0.B.d.A. f(a) > 0. Dann gibt es eine Umgebung U = K. (a),
so dass f auf U N O positiv ist. Nach 1.4 (a) gibt es eine Testfunktion ¢ €
CZ(R™) mit ¢(x) > 0 fiir ||x — a|| < r. Fiir diese ergibt sich der Widerspruch:

Osz-tpdo: f f-pdo > 0,
a0 Unagn

denn wegen a € OregQ hat U N Oregf) einen positiven (n — 1)-dimensionalen
Inhalt. O

4.4 Das Hamiltonsche Prinzip fiir elastische Schwingungen

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir transversal schwingende elasti-
sche Medien (schwingende Saite, schwingender Stab, schwingende Membran)
gelingt auf einfache und sichere Weise mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips,
weil hierzu nur die Integrale der kinetischen Energie und der potentiellen Ener-
gie des Systems aufgestellt werden miissen.

Der elastische Koérper (hier Saite, Membran, Stab) nehme im Ruhezustand ein
Normalgebiet @ C R" (n < 2) ein. Jeder Punkt des Koérpers mit Ruhelage
x € Q fiithre transversale Schwingungen aus; die senkrechte Auslenkung aus der
Ruhelage in diese Richtung zur Zeit t sei u(x,t). Meist sind Randbedingun-
gen (Einspannbedingungen) vorgeschrieben, z.B. u(0,t) = u(L,t) = 0 bei der
schwingenden Saite, u(0,t) = u4(0,t) = 0 beim schwingenden, einseitig einge-
klemmten Stab oder u(x,t) = g(x) fir x € 92, t € R bei der schwingenden
Membran.

Fiir jede Vergleichsfunktion v : 2 x R — R seien die kinetische und potentielle
Energie gegeben als zeitabhéingige Integrale

T(t) = fT(x,t,v,vt) d"x, U@t) = fU(x,t,U,va)d"x.
Q Q

Das Wirkungsintegral von v auf dem Zeitintervall I = [t1,¢2] ist dann defi-
niert durch
to ta
Wi(v) = [(T(@t)-U(@t) dt = [ [(T—U)(x,t,v, Vv, v;) d"xdt

t1 t1 Q
to

= ffL(x, t,v, Vxv,ve) d"x dt
t Q

mit der Lagrange-Funktion L =7 — U.

Das Hamilton—Prinzip der stationidren Wirkung besagt: Fiir eine Schwin-
gung u : Q2 xR — R des elastischen Mediums verschwindet die erste Varia-
tion des Wirkungsintegrals auf jedem Zeitintervall I = [t1,t2], und zwar gilt
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OWi(u) = 0 auf der Vergleichsklasse Vr(u) aller v € D(Wy), die im Zeitinter-
vall I dieselben Randbedingungen wie u erfiillen und zu den Zeitpunkten ¢, t2
mit v iibereinstimmen.

Der zugehorige Variationsvektorraum §Vy(u) ist
WVri(u) ={p|u+speVr(u) fir |s|K1}.

Im Fall von vorgeschriebenen Randwerten u(x,t) = g(x) auf 9Q ist 6Vi(u)
durch die Randbedingungen ¢(x,t) = 0 auf 99Q, p(x,t1) = 0, p(x,t2) = 0
fir alle x € Q festgelegt. In diesem Fall liefert das Hamiltonsche Prinzip die
Euler—Gleichung fiir die Lagrange—Funktion L als Schwingungsgleichung, denn
es reicht, das Verschwinden von Wy (u)y fiir alle offenen Intervalle J C I und
alle Testfunktionen ¢ € C2°(Q2 x J) auszuniitzen.

Bei anderen oder fehlenden Randbedingungen ergeben sich &hnlich wie in 4.3
zusétzlich natiirliche Randbedingungen. Wir geben unter (c) ein Beispiel.

BEMERKUNGEN. (i) Das Hamiltonsche Prinzip liefert nur die Bewegungsglei-
chung und gegebenenfalls Randbedingungen; ein konkreter Schwingungsverlauf
wird durch die Anfangsbedingungen

ou

a(xv 0) = ui(x)

u(x,0) = uo(x),

mit gegebenen Funktionen wug,u; auf Q festgelegt.

(ii) Fiir Variationsintegrale, die bei elastischen Schwingungen auftreten, macht
die Frage nach lokalen Minima oder Maxima i.a. keinen Sinn. Wir fiithren dies
am ersten der drei folgenden Beispiele vor.

(a) Die inhomogene schwingende Saite. Wir nehmen an, dass die Saite
Transversalschwingungen in einer Ebene ausfithrt und wéhlen in der Schwin-
gungsebene ein Koordinatensystem, fiir welches die ruhende Saite die Strecke
[0,¢] x {0} belegt. Die zur Zeit t ausgelenkte Saite beschreiben wir durch den
Graphen einer C*~Funktion = — u(z,t) (0 <z < £) mit u(0,t) = u(4,t) = 0.
Bei ortsabhéngiger Massendichte p(z) > 0 ist die kinetische Energie zur Zeit ¢
gegeben durch

£

T(t) = i/g(x)%:(m,tf dz .

0

Wir nehmen idealisierend an, dass die Biegesteifigkeit und der Einfluss der
Schwere vernachlissigt werden diirfen. Fiir eine homogene Saite ist dann die
potentielle Energie proportional zur Liangenénderung bei Auslenkung aus der
Ruhelage,
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U(t) = a/( 1+g1;(x,t)21> dx.

Bei einer inhomogenen Saite ist die Elastizitdtskonstante o > 0 ortsabhingig
und daher unter das Integral zu ziehen. Als Euler—Gleichung ergibt sich eine
nichtlineare partielle DG [TA].

Betrachten wir nur Schwingungen kleiner Auslenkungen (|0u/0z| < 1), so wird

1

Ut) =~ %/a(x)%(m,tﬁdw.

0
Das Hamiltonsche Prinzip besagt: Die Schwingungsgleichung fiir die Saite im
Zeitintervall [t1, 2] ist die Euler—Gleichung des Wirkungsintegrals
to ty € ) )
Wi (u) :/(T(t)—U(t)) it = %// (g (%) —a(%) ) dt dz.
ty t1 0
Der Integrand dieses Variationsintegrals ist

1
Lt ) = & (o(w)u? — o(z)ud)
hierbei haben wir die sonst mit (z1,z2,vy, 21, 22) bezeichneten Variablen gemif
der einzusetzenden Ldsung u umbenannt, vgl. 1.3 (f).
Wegen
oL oL oL
=0 = —0Ug, _
aut

Ou T Oug
ergibt sich als Bewegungsgleichung die Fuler—Gleichung fiir L

_Q{M(ﬂ+2@gﬂ_}g(@%§@
= Bz lou, ot Low "] T "oz \"oz) "o

Qﬂ_z@@)
o T 9z \"ox) "

Wirkt auf die Saite die duflere Kraft k(z,t) in der Auslenkungsrichtung, so ist
die potentielle Energie

= ou

bzw.

L

Ut) = /(% U(x)%(w,t)Q ~ (e (1) de,

0
und die Schwingungsgleichung lautet

Q@,Q@@yw
9 T ox Ox ’
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Die Losung der Schwingungsgleichung fiir die kriftefreie homogene Saite wurde
in Bd. 2, §6:3 gegeben. Der Fall 0 = const, ¢ variabel wurde in Bd. 2, §22:5.2
behandelt.

Sind die Anfangsdaten z — u(z,0),  — 2%(z,0) nicht hinreichend glatt,
so muss die Saitenschwingung durch schwache Losungen der Euler—Gleichung
beschrieben werden; diese ergeben sich aus der d’Alembertschen Losungsformel,
vgl. Bd. 2, §13:1. Das Auftreten schwacher Losungen héngt damit zusammen,
dass das Wirkungsintegral nicht elliptisch ist; die Leitmatrix ist hier

—c 0
Lzz_( 0 Q)7

also indefinit.

Eine Losung w der Euler—Gleichung kann nicht lokale Minimum— oder Maxi-
mumstelle von W; sein. Denn 8V besteht aus allen C'-Funktionen auf R =
[0,£] X [t1,t2], die auf OR verschwinden, und fiir v € §V folgt W (u + sv) =
W (u) + s*W (v) [0A]. Mit Funktionen v € §V der Form v(z,t) = ¢(x) - 1(t)
lisst sich sowohl W(v) > 0 als auch W(v) < 0 erreichen [TA].

(b) Die schwingende Membran.

Die Aufstellung der Bewegungsgleichung fiir die schwingende Membran erfolgt
ganz analog zu der fiir die schwingende Saite. Nimmt die Membran in der Ru-
helage ein ebenes Normalgebiet €2 ein und wird deren Auslenkung zur Zeit
t durch den Graphen einer Funktion x — u(x,t) (x € ) beschrieben, so
erhalten wir fiir die kinetische Energie zur Zeit ¢

T0) = § [ o0 Groenrx,

Q

wobei o(x) > 0 die Massendichte der Membran ist.

Unter den Annahme fehlender Biegesteifigkeit, Schwerelosigkeit und kleiner
Auslenkungen (||Vyxu|| < 1) verfahren wir wir in (a): Bei der homogenen Mem-
bran ist die potentielle Energie proportional zur Anderung des Flicheninhalts
bei Auslenkung aus der Ruhelage. Fiir die inhomogene Membran ergibt sich

u() /a(x)( 1+ || Veau(x, £)])? — 1) d?x

N~ D

Q

/ o () |V, )2 dx.

Q

dabei ist der Elastizititsfaktor o eine gegebene C'-Funktion auf €.
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Als Wirkungsintegral fiir I = [t1,t2] ergibt sich somit

ta

Wi (u) :/(T(t)—U(t))dt: ;/2/ (g (%)Q—UHquH?) Pxdt,

ty

und die zugehorige Lagrange—Funktion ist
L(z1, @2, U, Uy, Uy, ut) = §Q(X) up — §U(X) (uz, +ul,) .

Fiir die Euler—Gleichung als Bewegungsgleichung erhalten wir also

0= Z@xl [auml )} * % [%(”')}

= *Z ( ) + & bzw
- 9z, \7 oz, ° o :

P u
STe

= divx (0 Vxu) .

Ist der Elastizitétsfaktor o konstant, so wird hieraus die zweidimensionale Wel-
lengleichung

0? .
—g = Ay mit ¢ = g,
ot 0

wobei der Laplace—Operator nur auf die Ortskoordinaten wirkt.

Die Losungstheorie der Wellengleichung wird in Bd. 2, § 17 behandelt; fiir die
kreisformige Membran verweisen wir auf Bd. 2, §15: 3.

(¢) Der schwingende Stab.

Ein homogener, elastischer Stab der Lénge ¢ mit iiberall gleichem rechtecki-
gem Querschnitt fithre horizontale Biegeschwingungen aus. Wir reprisentieren
ihn durch seine neutrale Faser, d.h. die Verbindungslinie der Querschnittsmit-
telpunkte. Diese belege im Ruhezustand die Strecke [0, £] x {0}. Die senkrechte
Auslenkung aus der Ruhelage wird wie bisher durch eine hinreichen glatte Funk-
tion x — u(z,t) beschrieben. Die kinetische Energie zur Zeit ¢ ist wieder

T(t) = g/%(x,tmx.
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Die zur Verbiegung aufgewendete Arbeit ist nach EULER (1744) und DE SAINT—
VENANT (1855)

L

U(t) = %/n(m,t)Q dz
0
dabei ist x(z,t) die Kriimmung des Stabes an der Stelle = zur Zeit ¢ und pu
eine positive Konstante, vgl. [124, IT] §40.

Nach §7:1.2 ist die Kriimmung einer C*>-Kurve  — (x,v(x)) gegeben durch

'U” (ZC)

Kr) = D
1+ 0/ (@)2)

bei kleinen Verbiegungen (|v’(z)| < 1) also ndherungsweise durch x(x) = v”(z).
Nehmen wir letzteres fiir den Stab an, so ist die potentielle Energie zur Zeit t

4
2
Ult) = g/%(x,t)Qdaz.

0

Somit ergibt sich als Wirkungsintegral fiir [ = [t1, t2]

ty £
i = [ (%) o ()

Variationsintegrale zweiter Ordnung wurden bisher noch nicht behandelt. Um
auch in diesem Fall aus 6Wr(u) = 0 die Schwingungsgleichung und gegebenen-
falls auftretende natiirliche Randbedingungen abzuleiten, gehen wir dhnlich wie
in 4.3 vor:

(i) Die Variationsklasse V sei durch die Bedingungen v(z,t1) = u(z,t1),
v(z,t2) = wu(z,t2) sowie durch ein— oder zweiseitige Randbedingungen fiir
v(0,t), vz(0,¢), v(£, 1), vz(£,t) gegeben, der Variationsvektorraum durch

0V = {p|ut+speV fir |s| <1}

Dann wird das Integral §W;(u)e mit ¢ € §V durch mehrfache partielle Integra-
tion in die Form

to £
SWi(u)e = [ [[...]-pdzdt + Randintegrale

t1 0

gebracht.
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(ii) Die Randintegrale werden zu einem Randterm R(u,¢) vereinfacht durch
Einarbeitung der sich aus ¢ € §V ergebenden Randbedingungen fiir ¢ (evtl.
R(u,p) =0).
(iii) Fiir Testfunktionen ¢ € C°(Jt1,¢2[ x ]0,¢]) wird R(u,p) = 0; aus
dWr(u) = 0 folgt mit dem Fundamentallemma die Euler—Gleichung [...] = 0.
(iv) Fiir beliebige ¢ € 6V folgt aus dWi(u)e = 0 die Bedingung R(u,p) =
0; durch Austesten dieser Bedingung mit geeigneten Funktionen ¢ € 9V der
Gestalt ¢(z,t) = n(z) - ¥(t) ergeben sich im Fall R # 0 weitere natiirliche
Randbedingungen.
Im Fall des links eingespannten und
rechts freischwingenden Stabes, also
unter den Randbedingungen

w(0, 1) = u2(0, 1) = 0 —

0 4

T
fiir alle ¢, ergibt sich die Schwingungs-
gleichung als ,, Euler—Gleichung* fiir
u € C*([0,4] x R):

Pu | 0

: t
(%) ﬁ+cax4:0 mit ¢ = o

’

sowie die natiirlichen Randbedingungen am freien Stabende

du 8% .
(%) @(&t) = ﬁ(&t) = 0 fiir alle ¢.

AUFGABE. (1) Weisen Sie die Gleichungen (%) und (*%) nach. Zeigen Sie hierzu,
dass zur Vergleichsklasse Vr(u) der Variationsvektorraum

SVr(u) = {¢ € C* ([0, x[tr,t2]) | ©(0,t) = ¢ (0,t) =0 fiir alle ¢,
oz, t1) = p(z,t2) =0 fir alle z € [O,E]}

gehort.

Verwenden Sie fiir den Nachweis von (x) Variationsvektoren ¢ € Cg°(]0, 4] x R)
und fiir (s*) Variationsvektoren in Produktgestalt ¢(z,t) = n(x) - ¥(t) mit
1 € C°(R) und geeigneten Vorgaben von n(f), n’(£).

(2) Zeigen Sie, dass sich durch den Separationsansatz w(z,t) = v(x) - w(t)
fiir das Randwertproblem (x), u(0,t) = uz(0,t) = 0, (xx) folgende gewdhnliche
Differentialgleichungsprobleme ergeben (vgl. Bd. 2, §2:6)

" () — Av(z) = 0, v(0)=2(0)=2"() =" () =0,
w'(t) + EAw(t) = 0

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten A > 0.



52 §2 Extremalen

4.5 Minimalflichen in Graphengestalt

Wir betrachten das in §1:1.2 (a) angesprochene Problem, in eine geschlossene
Kurve I' C R? eine Graphenfliiche kleinsten Flicheninhalts einzuspannen.

Ist die Randkurve der Graph einer stetigen Funktion g : 9Q — R (Q C R? ein
Normalgebiet), so geht es um die Bestimmung der Minimumstellen des Fléichen-
inhalts A :V — R mit

Aw) = /\/1+\|Vv\|2d2x, V=ChQ).

Q

Als notwendige Bedingung fiir eine Minimumstelle u € V N C?(Q) ergibt sich
nach 4.2 die Euler-Gleichung
div—Y% _ — 0 i Q.
14| Vul]?

Aus Sicht der Differentialgeometrie bedeutet diese Gleichung das Verschwinden
der mittleren Kriimmung der Graphenfliche, siche §7:3.3 (i). Flichen mit
dieser Eigenschaft werden Minimalfléichen genannt, auch wenn sie kein lokales
Minimum von A auf V liefern.

4.6 Kapillaritéatsflichen in Zylindern

Wir betrachten einen Zylinder Z = € x R+ im R? iiber einem konvexen Nor-
malgebiet Q C R? mit duBerem Normalenfeld n auf Oreg§2. Eine Fliissigkeitssaule
in Z stellt sich so ein, dass deren Oberflichenkrifte mit der Schwerkraft ein
Gleichgewicht bilden. Ihre obere Begrenzungsfliche heiffit Kapillaritétsfliche.
Wir nehmen an, dass diese der Graph einer positiven Funktion v € C'(Q) ist.
Das folgende Variationsprinzip zur Charakterisierung des Gleichgewichtszustan-
des stammt von Gauss (1830):

Die Gleichung der Kapillaritatsflache ergibt sich aus

0&(u) = 0,

wobei sich die Gesamtenergie £ zusammensetzt aus der Energie der freien Ober-
fliche (proportional zu deren Flicheninhalt), der Benetzungsenergie (proportio-
nal zur gemeinsamen Oberfléche der Fliissigkeit mit dem Zylinderrand) und der
Gravitationsenergie. Dies bedeutet

Ew) =0 [/1+]|Vv|2d’x — a’(f vds+V2(Q)) + sgo[vd’x
Q Q

oQ

auf V = C'(Q). Die Konstanten o > 0, ¢/ € R sind Koeffizienten von Ober-
flichenspannungen, g ist die Erdbeschleunigung und g die konstante Massen-
dichte der Fliissigkeit.



4 Mehrdimensionale Variationsprobleme 53

Wir setzen zur Abkiirzung

Tv = S m::—g.g, 8=

NS 2T a
Dann ergibt sich fir v € VN C*(Q) und ¢ € §V := C'(Q) mit partieller
Integration [UA]

0E(u)p = af ((Tu,V(p) —|—Hugp) d’x — op f pds
Q 1)

= Uf(—divTu—i—fiu) cpd’x+o | ((mTu)—ﬂ) -pds.
Q Blo)

Fiir eine Kapillaritdtsfliche v € V N C?(Q) ergibt sich wie in 4.3 durch Testen
von d€(u)p =0 mit ¢ € CZ () die Euler-Gleichung

divTu = ku in Q,

und durch anschliessendes Testen mit Buckelfunktionen ¢ € C(IR?), deren
Trager um Randpunkte a € O,eg€) zentriert sind, weiter die Randbedingung

(n,Tu) = B auf Oreg.
Es folgt |B] = [(n,Tu)| < |n|-|Tul < 1.

Der Randbedingung 148t sich eine ein-
fache geometrische Interpretation ge-
ben: Sind n, := (n1,n2,0),

(8111,7 (9211,, —1)

n, —=—-—,
RVAERNE

die Einheitsnormalen der Mantelfliche
des Zylinders Z bzw. der Kapillar-
flache, so gilt fiir den von diesen einge-
schlossenen Kontaktwinkel v € |0, 7|

cosy = (ng,n,) = (Tu,n) = [ auf Oreg.

Als Literatur zur Theorie der Kapillaritdtsflichen empfehlen wir [33].

AUFGABEN. (a) Zeigen Sie, dass das Fliissigkeitsvolumen V einer Kapillaritéts-
fliche mit dem Umfang L des Zylinders durch die Beziehung -V = L - cos~y
verkniipft ist.

(b) Bestimmen Sie fiir rotationssymmetrische Kapillarititsflichen (2 also ei-
ne Kreisscheibe) die ersten Glieder der Potenzreihenentwicklung von U(r) =
u(r cos g, rsinp).
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5 Isoperimetrische Probleme

5.1 Integral-Nebenbedingungen und Lagrange—Multiplikatoren

(a) Wir betrachten ein isoperimetrisches Problem der Form
F(v) =min auf V unter der Nebenbedingung G(v) = c;

dabei sind F, G ein— oder mehrdimensionale Variationsintegrale auf einer durch
Randbedingungen gegebenen Variationklasse V C D(F) N D(G). Fiir den zu-
gehorigen Variationsvektorraum 6V bedeutet dies nach dem Beweis 1.2 bzw.
nach 4.2 (b)

(x) uwuevV, nedy = u+ney fir |n]akl.
Durch die Nebenbedingung G(v) = ¢ soll eine echte, nichtleere Teilmenge
Ve :=VN{G=c} = {veV|Gv)=c}

von V gegeben sein. Dies ist z.B. der Fall, wenn es ein u € V gibt mit G(u) = ¢
und 6G(u) # 0. Denn fiir jeden Variationsvektor ¥ € §V mit §G(u)yp # 0 ist
dann G(u+ sy) # ¢, falls 0 < |s] < 1.

SATZ. Ist u € V. eine starke oder schwache lokale Minimumstelle von F auf
V. und gilt

0G(u) # 0 auf 6V,

so gibt es einen eindeutig bestimmten Lagrange—Multiplikator A\ € R mit
O(F = AG)(u) = 0.

Dieser ist gegeben durch

§F(w)ep
6G(u)yp

wobei P € 8V ein beliebiger Variationsvektor ist mit 6G(u)y # 0.

A =

Als notwendige Bedingungen fiir lokale Minimumstellen u von F : V — R
erhalten wir somit im Fall der C?>-Differenzierbarkeit von u neben

ueV, Gu=c
die Euler—Gleichung fiir F — AG; diese ist im eindimensionalen Fall n = 1

d

o [Fz(:v,u7 u') — AGy(z,u, u/)] = Fy(z,u,u’) — AGy(z,u,u’),
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bzw. im mehrdimensionalen Falln > 1, m =1
div [VL(F — A\G)(x,u, Vu)] = (F = AG)y(x,u, Vu),

wobei F' und G die Integranden von F bzw. G sind.

BEWEIS.

Da jedes starke lokale Minimum auch ein schwaches ist, gilt wegen (x)
(1) u+4+neVy firalle n€dV mit [n|cr €1,
(2) Fu) <F(u+mn) firallen € 6V mit u+n €V, und ||nfc: < 1.

Nach den Ausfiihrungen oben werden Vergleichsvektoren der Form u + st mit
¢ € §V i.a. die Nebenbedingung G = c nicht erfiillen; wir modifizieren daher das
bisherige Verfahren, indem wir von einer zweiparametrigen Schar u + se + t
ausgehen.

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € §V mit dG(u)yp # 0. Wir halten v fest und

wihlen einen beliebigen Variationsvektor ¢ € §V. Fiir n(s,t) := sp + tp € §V
ist dann [|n]lcr < |s| - |lellcr + [t - [|[¥]lcr < 1, falls |s| + |¢] < 1. Somit ist

g(s,t) = G(u+sp + 1)
fiir |s|+ |t| < 1 definiert, und es gilt

0

9(0,0) = G(u)=c, F1(0,0) = 6G(u)p, 7(0,0) = 3G(w #0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es daher eine offene Rechteckum-
gebung U = I x J von (0,0) und eine C'~Funktion h : I — J mit h(0) = 0 und
g(s,t) = ¢ < t = h(s) inU.
Nach (2) hat f(s,t) := F(u + s¢ + typ) an der Stelle (0,0) ein lokales Mi-
nimum unter der Nebenbedingung g(s,t) = c¢. Daher gibt es einen Lagrange—
Multiplikator A mit V f(0,0) = AV g(0,0), vgl. Bd.1, §22:6.1. Wegen

af

9s (0,0) = dF(u)ep, g(ao) = F(u)y

ot
(3) dF(u)e = AdG(u)p,
(4) F()y = AéG(u)y.

Der Lagrange—Parameter X ist wegen 0G(u)y # 0 durch (4) eindeutig bestimmt.
Er hiingt nicht von der Wahl von 1 ab, wie Gleichung (3) zeigt. Aus (3) und
(4) folgt somit A = 6F(u)y/6G(u)yp fiir alle ¥ € §V mit dG(u)y # 0.



56 §2 Extremalen

Nach (3) verschwindet die erste Variation von F — AG an der Stelle u, und
im Fall der C? Differenzierbarkeit von u folgen die entsprechenden Euler—
Gleichungen nach 1.3 (b) bzw. 4.2 (d). O

(b) Bei mehreren Integral-Nebenbedingungen verfahren wir ganz analog. Seien
F,Gi1,...,G, Variationsintegrale auf einer Variationsklasse V mit (*), enthalten
in D(F)ND(G1)N---ND(Gp). Fiir ¢ = (c1,...,¢p) € R sei

Ve = {veV | Gi(v)=c fir i=1,...,p}.

SATZ. Seiu € V. eine starke oder schwache lokale Minimumstelle von F auf
Ve. Euzistieren Variationsvektoren y,...,v, € 6V mit

det(6Gi(u)py) # 0,
so gibt es eindeutig bestimmte Lagrange—Multiplikatoren A1, ..., \p, so dass die

p
erste Variation von F — Z XiG; an der Stelle u verschwindet.
i=1

BEWEISSKIZZE.

Wir wihlen ,,...,%, € 6V mit det(6Gi(u)tp,) # 0 und fixieren ein belie-
P

biges ¢ € 6V. Fiir |s|+ . |ti| < 1 sind dann

i=1
gi(s7t17"'7tp) = gl(u+s¢+t1¢1 ++tp¢p) (Z: 17"'ap)7
f(s,tr,. . tp) = -7:(“+5‘P+t1'¢1+"'+tp'¢’p)

definiert, da die Eintrége nach (x) zu V gehéren. Ferner gilt

8gi
Jds

891'
Oty

gi(07 O) =Ci, (07 O) = 5‘7:(11)‘107 (07 0) = 6g1(u)'¢)k 5

0 0
0.0 =07 we. $L0.0)=Fwy,

fir 1 <4,k <p. Nach Voraussetzung ist det (gf}i (0, 0)) # 0. Somit beschrei-
ben die Gleichungen g;(s,t1,...,tp) = ¢; (1 = 1,...,p) eine eindimensionale
Losungsmannigfaltigkeit, auf der f an der Stelle (0,0) ein lokales Minimum
annimmt. Nach Bd. 1, §22:6.1 gibt es daher Lagrange-Parameter Ai,..., A,

mit

V£(0,0) = 3 \V4i(0,0).

i=1
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Dies bedeutet

(i) OF(u)p = i&5gi(u)¢7

i=1

(i) dF(u)y, = fjm(sgi(u)zpk (k=1,...,p).

i=1

Die Zahlen A; in (i) sind als Losungen des Gleichungssystems (ii) mit nichtver-
schwindender Determinante durch ,,...,%, eindeutig bestimmt. Nach (i)
héngen sie nicht von der Wahl der 1, € 6V ab. O

5.2 Die hingende Kette

Gegeben sind zwel nicht iibereinan- -8 0
der liegende Punkte A und B iiber 1
der Erdoberfliche. Eine Kette, ideali-

sierend dargestellt durch einen homo-

genen, unelastischen, schweren Faden

ohne Biegesteifigkeit, sei an ihren En-

den in A und B befestigt. Unter dem

Einfluss der Schwerkraft stellt sich eine

Kurve C ein, deren Gestalt zu bestim-

men ist, die Kettenlinie.

P &

s Y

yy

Wir beschreiben diese durch eine Funktion w € C*[—23, 8] im skizzierten Koor-
dinatensystem und beschrinken uns auf den Fall A = (—43,0), B = (3,0), also
w(B) = w(—pB) = 0. Bei gegebener Linge

Gw) = [ /14 (z)?de = L>23

maximiert w die y—Koordinate des Schwerpunkts

B
F) = [yds = [ @) /T+v(@)?dr,
(e} -8B

also das beim Seifenhautproblem 2.5 auftretende Variationsintegral. Mit den
Integranden F(y,z) = yv/1+ 22 von F, G(z) = v/1+ 2% von G ist w somit
eine Extremale von F(y,z) —AG(y,z) = (y —A)V1 + 22 mit passendem A, und
daher ist w := w — A\ eine Extremale von F auf der Vergleichsklasse

V = {veC®[-8.6] |v(-B) =v(B) = -7} .

Damit iibertragen sich die Schritte (1), (2), (3) von 2.5 mit geringfiigigen Mo-
difikationen.
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AUFGABE. Zeigen Sie in Analogie zu 2.5:
_cosh(z/c)
cosh(B/c)
(b) Wegen w(z) >0 fir |z| < folgt A >0 und damit u(z) <c <O0.
Der Bedingung (4) in 2.5 (c¢) entspricht hier A = —c - cosh(3/¢).
Aus (a) und (c) folgt L = G(w) = G(u) = 2¢-sinh(B/c) =: f(c).
(e) Die Konstante c ist durch f(¢) = L > 203 eindeutig bestimmt, denn fiir
g(x) := f(B/x) ist linO1+g(ﬂc) =28, lim g(z) = oo, 2%¢'(x) >0, falls z > 0.

(a) Es gibt eine Konstante ¢ # 0 mit u(z) = —A

5.3 Zum Problem der Dido

(a) Das erste mit Mitteln der Analysis geldste isoperimetrische Problem be-
steht darin, die Gestalt einer Graphenkurve gegebener Lénge L {iber einem
festen Intervall zu bestimmen, welche die Fliche zwischen der z—Achse und
dem Graphen maximiert (Jakob BERNOULLI 1697). Es geht also darum, unter
allen PC'-Kurven v : [-8, 8] — R+ mit v(—3) = v(8) = 0 den Flicheninhalt

Fv) = ffﬁ v(z) dz
zu maximieren unter der Nebenbedingung
G(v) = ffﬁ 1+ (z)?de = L.

Sei u eine Losung dieses Problems. Nach 5.1 und 3.2 (b) erfiillt v die Euler—
Gleichung in integrierter Form

o ()

A
1+ u/(x)?

= r+tc

an allen Stetigkeitsstellen z von u’, dabei sind A und ¢ Konstanten [UA]. Daraus
folgt A # 0 und die Stetigkeit von u’. Offenbar besitzt u’ nur die Nullstelle —c;
wegen v’ (—8) > 0 ist daher v/(z) - (x + ¢) < 0 fiir ¢ # —c und damit A > 0.
Auflésung nach u’(z) und Integration ergibt

u'(z) = o rre - %\/)\2—@4—0)2, bzw.

A2 —(x+¢)?

u(z) = VN2 —(z+¢)2+d

mit einer Konstanten d. Aus u(—8) = u(8) = 0 folgt c = 0und d = — /A2 — 32.
u beschreibt also einen Kreisbogen mit Radius A und Mittelpunkt (0, d).
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(b) Die Fliche F(u) unter diesem hingt von 8 und damit vom halben Off-
nungswinkel ¢ ab. Mit sinp = 3/ und L = 2Ap ergibt sich
12

Flu) = N - (p—sinpcosgp) = E(@—%Sinm)&) =: f(p).

Das Optimum bei frei wihlbaren Randpunkten (—3,0), (3,0) ergibt sich fiir
B = L/, also einem Halbkreis, denn es gilt f'(y) > 0 fiir 0 < ¢ < /2 [0A].

(c) Das klassische Problem der Dido §1:1.5 fassen wir wie folgt: Unter allen
geschlossenen PC*~Kurven v : [0,1] — R? vorgegebener Linge L, welche den
Nullpunkt einfach positiv umlaufen (Bd. 1, §26:3.6), sind diejenigen zu bestim-
men, deren Spur eine Fliche grofiten Inhalts umschlieft.

Fiir jede zur Konkurrenz zugelassene Kurve hat die eingeschlossene Fléche nach
der Leibnizschen Sektorformel (Bd.1, §24:4.6 (c)) den Inhalt

F(v) = 3 [zdy—ydz = % [(vi(t)i2(t) — 01 (t)va(t)) dt .
c 0

Liefert u das Maximum von F(v) unter der Nebenbedingung

1
G(v) = [/ (t)? 4+ 02(t)2dt = L,
0
so gelten nach 5.1 und 3.2 (b) die Euler—Gleichungen in integrierter Form

1 U1 (t) 1 f . 1
—sus(t) — A\ ————m= = 5 [ w2(s)ds+c1 = su2(t)+0b1,
2 ()2 +u(t)? af 2
. ¢ + )
# = 1 [ii(s)ds+co = —Fui(t) + b2
1 (t)? + d2(t)? 0
an den Glattheitsstellen von u; by, ¢; sind Konstanten. Es folgt
U2 U1

3 L 2 3 2
Vouy +up VUi +up

Durch Kombination dieser Gleichungen und Integration folgt hieraus

uy = A- + b2, Uy = —A- —by.

up U1 +u2 e = by — by e,
L4 ud) —bsur +bius =, baw. L(ur—bs)?+ t(us +b1)> =3

mit Konstanten «a, 3. Die Kurve u beschreibt somit einen Kreis vom Radius
r =+/28 = L/27 (letzteres wegen G(u) = L). Dessen Mittelpunkt ist durch die
Aufgabenstellung nicht festgelegt.
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6 Legendre—Transformation und Hamilton—Gleichungen

6.1 Ubersicht

Die Euler-Gleichungen eines elliptischen Variationsintegranden lassen sich in
ein dquivalentes System von 2m Differentialgleichungen erster Ordnung

W) = S @y@p@). ) = oo (5 y()pl)
(i =1,...,m) umformen, die Hamilton—Gleichungen.

Gegeniiber den Euler—Gleichungen hat dieses System den Vorteil, explizit zu
sein; des weiteren sind die Koordinaten yi,...,y,m und pi,...,pm gleichbe-
rechtigte Variablen des Phasenraums. Mit Hilfe der Hamilton—Gleichungen
gestaltet sich die Darstellung von ersten Integralen (in der Mechanik: von Er-
haltungsgréfien) einfacher als bei den Euler—Gleichungen. Auf die Bedeutung
der Hamiltonschen Formulierung der Bewegungsgesetze fiir die Mechanik gehen
wir in §4 ein.
6.2 Hamilton—Funktion und Hamilton—Gleichungen
(a) Sei F:R*™ ™ 2 Qr — R ein C"—differenzierbarer elliptischer Variations-
integrand (r > 2). Nach 3.3 (b) ist die Abbildung

(2,y,2) = (z,y,p) = (z,y, Vo F(z,y,2))
ein C"~!-Diffeomorphismus zwischen Qr und einem Gebiet Qy ¢ R?™H!, des-
sen Umkehrabbildung wir mit

(z,y,p) = (2,¥,2) = (z,y,Z(z,y,p))

bezeichnen.

Wir definieren die Hamilton—Funktion H : Qg — R von F' : Qr — R durch
H(z,y,p) = (p,z) — F(z,y,z) mit z:=Z(z,y,p).

Als Legendre—Transformation wird meistens sowohl der Variablenwechsel
(z,y,2) — (z,y,p), als auch die Zuordnung F' +— H verstanden.

SATZ. Die Hamilton—Funktion H ist C"—differenzierbar, und es gilt

VPH(w7y7p) = Z(l‘,y,p),
VyH(:L‘,y,p) = _VyF(.’IL‘,y7Z) mit z = Z(xayap)v

OH oF .
87(‘1‘73]71)) - _%(l"yvz) mit z = Z(x’Yap)
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BEWEIS.

Aus der Definition

H(ZC,y, sz 27 'Y p) - F(m,y,Z(m,y,p))

folgt unter Beachtung von p; = g—F(:):,y,z) mit z = Z(z,y,p) nach der
2

Kettenregel und unter Fortlassung der Argumente von H

OH Z
371%2 xyp—i—sz “(z,y,pP) Za (myp)

= Zk(x7 y7 p) )

OH dZ; oF ~ OF dZ;
Tyk - ;playk (%}’»P) - Tyk(x7y7z) - - %(w’y’z)ﬁT/;@(w’y’p)

oF
= ——(2,y,2) mit z=%Z(z,y,p),
8yk( Y, z) (z,y,p)

m

97;
o (z,y,p)

oOH —  0Z
% = Zplg(x7y7 )_ a.. 1' Y, 2
i=1

oF :
= 7%(gg,y,z) mit z=Z(z,y,p).

Insbesondere ist H C"—differenzierbar, weil die Funktionen Zy, OF /9y, OF/0x
C"~!differenzierbar sind. o

(b) SATz. Die Euler—Gleichungen von F und die Hamilton—Gleichungen

(HG) ¥'(z) = VpH(z,y(2),p(2)), P'(z) = —VyH(z,y(z),p())

sind in folgendem Sinn dquivalent:

Ist x — y(z) eine Losung der Euler—Gleichungen von F, so ist x — (y(z), p(z))
mit p(z) = Vo F(z,y(z),y () eine Lésung der Hamilton—Gleichungen. Um-
gekehrt ist fir jede Losung = — (y(z),p(z)) der Hamilton—Gleichungen durch
x — y(z) eine Lisung der Euler—Gleichungen gegeben, und es gilt p(z) =
VoF(z,y(z),y'(z)).

Denn aufgrund der Beziehungen zwischen H und F in (a) gilt
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p(z) = VoF(z,y(z),y(z)) <= y'(z) = VoH(z,y(z),p(z))

und
[V y@),y @)] = Wy Fy@),y @)
= D) + V@ y(),p()).

(¢) SATz (Poincaré 1893). Die Hamilton—Gleichungen (HG) sind die Euler—
Gleichungen des Variationsintegrals fir Kurven x — (y(z),p(z)) im R*™ auf
Intervallen I = [o, 3]

B
Fuly,p) = Fuly,p,1) = [{(p(x),y'(2)) — H(z,y(z),p(x))} dz,

genauver: Fir eine beliebige C'~Funktion H : Qp — R folgt aus dem Ver-
schwinden der ersten Variation §Fm(q,p) die C'-Differenzierbarkeit von q,p
und das Bestehen der mit H gebildeten Hamilton—Gleichungen.

BEMERKUNGEN. (i) Wegen

F(z,y,z) = (p,z) - H(z,y,p) fir p=V.F(z,y,2)
gilt fir C'~Kurven y:I — R™

Fu(y,p) = Fly), falls p(z) = VoF(z,y(z),y'(z)).

(if) Das Variationsintegral F ist nicht elliptisch, dennoch folgt unter der Vor-
aussetzung H € C*(Qg) die C'-Differenzierbarkeit von schwachen Extremalen.

BEWEIS als [UA]: Stellen Sie fiir Fg die Euler-Gleichungen in integrierter Form
auf, vgl. 3.2 (a).

(d) In der Hamiltonschen Mechanik §4 verwenden wir die der traditionellen
Notation angepassten Bezeichnungen

t,q,v,L,W anstelle von =z,y,z, F,F,

t,q,p, H,Wn anstelle von z,y,p,H,Fu;
dabei ist L die Lagrange-Funktion und W das Wirkungsintegral.
Die Legendre-Transformation bewirkt in der Sprache der Mechanik den Aus-
tausch der Geschwindigkeitsvariablen v gegen die Impulsvariablen p.

Um die an die Schreibweise der klassischen Vektoranalysis gewohnten Leser-
innen und Leser nicht zu verwirren, fassen wir hier, wie auch spéter in der
Hamiltonschen Mechanik §4 und in der geometrischen Optik §5, die Impulse
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p als Vektoren des R™ auf. Wir weisen jedoch darauf hin, dass es korrekter
ist, den Impuls als Linearform p = Fy (bzw. in der Mechanik p = L) auf-
zufassen, weil hierdurch das Transformationsverhalten bei Koordinatenwechsel
beriicksichtigt wird.

6.3 Aufgabe

Fir t€l und ¢,v € R sei L(t,q,v)=n(tq) v1+v? >0 (Bezeichnungen
wie in 6.2 (d)).

(a) Geben Sie die Hamilton—Funktion H und deren Definitionsbereich Qg an.
Stellen Sie die Hamilton—Gleichungen auf.

(b) Bestimmen Sie fiir n(t,q) := /t? + ¢> die Extremale ¢ : R>o — R mit
Q(O) =1, q(O) =0.

Anleitung:

Fiir die Losungen der Hamilton—Gleichungen ist q(t)? — p(t)? konstant, ferner
ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung fiir d(t) = q(t) — p(t). Aus
deren Losung ergibt sich eine Gleichung fiir ¢(t) + p(¢).
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8 3 Minimaleigenschaften von Extremalen

In diesem Paragraphen stellen wir fiir das Zweipunktproblem F : V — R von
§2:1.1 notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir auf, dass eine gege-
bene Extremale u € V ein lokales Minimum von F in V liefert. Notwendig
sind zunichst Konvexitidtsbedingungen fiir den Integranden (Legendre— und
Weierstraf3-Bedingung). Eine Schliisselrolle spielt die notwendige Bedingung
von Jacobi. Diese schrankt die Lange des Integrationsintervalls ein und liefert,
leicht verschérft, eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines schwachen
lokalen Minimums. Grundlegend hierfiir sind die Begriffe Jacobi-Feld und kon-
jugierte Stellen. Fur die Theorie starker lokaler Minima wird eine an der Optik
orientierte Feldkonstruktion herangezogen.

Hinweis: Fiir die Hamiltonsche Mechanik (§4) und die geometrische Optik (§5)
ist das Studium dieses Paragraphen nicht erforderlich.

1 Notwendige Bedingungen fiir lokale Minima

1.1 Konvexe Funktionen und Exzessfunktion

Eine Funktion f : V — R auf einem konvexen Gebiet V' C R" heifit konvex,
wenn

f(tiz1 + toz2) < t1f(z1) +taf(z2)

fir alle z1,2z2 € V und t1,t2 € Ry mit t1 +t2 = 1.

Sie heifit streng konvex, wenn
f(t1Z1 + tQZQ) < tlf(Zl) + th(ZQ) s

falls z1 # z2, ti,t2 >0 und t1 +t2 = 1.
Die Exzessfunktion W; einer C'~Funktion f: V — TR ist definiert durch

Wi(z1,22) = f(2z2) — f(z1) — f'(21) - (22 — 21) .

Diese misst, wie hoch der Funktions-
wert von f an der Stelle zy iiber der
Tangentialflache

z— f(z1) + f'(21) - (2 — 21)

durch den Punkt (z1, f(z1)) liegt.

(z1, f(z1)) lieg 7 Wi (21, 2)

SaTz. Fiir C?-Funktionen f : V — R

auf einem konvexen Gebiet V. C R"
sind folgende Aussagen dquivalent:

NY

(a) f ist konvex, ! !

(b) Wy(z1,22) > 0 fiir alle z1,z2 € V,
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(c) Die Hesse-Matriz f"(z) ist positiv semidefinit auf V:
f'(z) >0 firale z€V.

ZUsATz. Aus der positiven Definitheit f"(z) > 0 auf V folgt
(d) Wf(Zl,Zz) >0 fﬁ’f‘ Z1 75 Z2,

(e) f ist streng konvex.

BEWEIS.

(¢c) = (b). Da V konvex ist, liegt mit z1,2z2 auch die Verbindungsstrecke in
V. Nach dem Satz von Taylor gibt es ein ¢ € ]0, 1[, so dass mit h := zy — 2z

() Wiz, 22) = f(m + )~ f(z1) — /() = (b, (21 + Oh)h)

Ist f" positiv semidefinit, so folgt Wy(z1,22) > 0.

Im Fall der positiven Definitheit von f” in V ergibt sich ferner Wf(zl7 Z2) >0,
falls h =z — z1 # 0.

(b) = (c). Angenommen, f” ist nicht positiv semidefinit. Dann gibt es ein
z1 € V und ein v # 0 mit (v, f”(z1)v) < 0, also auch (h, f”(z)h) < 0 fiir
z € K,(z1) mit passendem r > 0 und h = Av mit A # 0. Fiir ||h| < r und
zy = z1 + h folgt Wy(z1,22) < 0 nach (x).

(a) = (b). Zu je zwei festen Vektoren z1,z2 € V betrachten wir
g(t) == A=t f(z1) +tf(z2) — f(1 —t)z1 +tz2) fir 0<t<1.
Konvexitdt von f bedeutet g > 0 fiir jede Vorgabe von z1,2z2. Wegen
g'(t) = f(z2) = f(z1) = f'(1 = t)z1 + tz2) - (22 — 21)
ist ¢’(0) = Wy(z1,22). Ferner gilt g(0) = g(1) = 0.

Ist f konvex, so gilt g(t) > 0 in [0, 1], also W¢(z1,22) = ¢’(0) > 0 fiir jede Wahl
von zi, zz.

() = (a). Sei f"(z) > 0 fiir alle z € V. Nach den Schliissen oben folgt (b).
Zu je zwei gegebenen Punkten zi,z2 und der zugehorigen Funktion g ist daher
9(0) = g(1) = 0, ¢'(0) > 0, ferner

g'(t) = —(z2 — 2, (1 = )21 + t22) - (22 — 21)) < 0.

Es folgt g(t) > 0 in [0, 1], denn wiirde g negative Werte annehmen, so gibe es
ein to € |0, 1[ mit g’'(t0) < 0 und daher ¢’(t) < 0 fiir to <t < 1, was g(1) < 0
nach sich ziehen wiirde.

Ist f” positiv definit in V, so gilt sogar g”(t) < 0 fiir z1 # 2z2, woraus #hnlich
wie oben g(t) > 0 fiir 0 < t < 1 folgt. Dies bedeutet strenge Konvexitit. a
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1.2 Die notwendigen Bedingungen von Legendre und Weierstraf3

In diesem Paragraphen betrachten wir das Zweipunktproblem F :V — R mit
B
F(v):= [F(z,v,v')dz,

V= {vePC(a,f),R")

v(ia)=a, v(B)=b, ve D(]:)} ,
8V = PCo([a, 8], R™) := {¢ € PC'([o, 8], R™) | p(a) = p(B) =0} .

Im Hinblick auf die Theorie hinreichender Bedingungen verlangen wir die C3-
Differenzierbarkeit von F' auf einem Gebiet Qp, welches mit je zwei Punkten
(z,y,21), (z,y,2z2) auch die Verbindungsstrecke enthélt.

(a) Die notwendige Bedingung von Legendre (LEGENDRE 1788). Fiir jede
schwache lokale Minimumstelle u € V des Zweipunktproblems F :V — R
gilt

Fop(z,u(z),u'(z4)) > 0 fir alle x € |o, ] .

BEWEIS.
Wir fixieren eine Glattheitsstelle
§€la,pl
€
von u, einen Vektor e
¢ER™, a . B
und setzen fiir = € Jo, B[, 0 <e K 1, E—¢ é §-;-g - T

p.(z) = te(z)- ¢ mit

B e—lz—¢ fir [zr—¢ <e,
vele) = {O fir lz—¢l>e.

Dann ist ¢, € §V und ¢L(z) = sign (£ — ) - ¢ fiir 0 < |€ — z| < &; dabei
ist sign (§ — z) das Vorzeichen von £ — z. Nach §2:1.2(b), (c) folgt aus der
schwachen lokalen Minimumeigenschaft von u

1 o
0 S % (U)QOE
E+te
= 5 [ (eRatau) )l -6
E—e

+2(C, Fay (w0, 0) )= — | — €]) - sign (€ — o)
+ <C,Fzz(1:,u,u C>)
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Wegen der Stetigkeit der Integranden folgt nach dem Hauptsatz fiir e — 0

0 < (¢ Fua(&u(€),u'(€))¢) fiiralle ¢ € R™.

Durch einseitigen Grenziibergang & — x gegen die Knickstellen z € Ja, 5[ von
u folgt die Behauptung. O

(b) Wir definieren die Weierstrafische Exzessfunktion Wy durch
Wr(x,y,z1,22) = F(x,y,z2) — F(z,y,21) — Fz(2,y,21) - (22 — 21)

vgl. 1.1.
Die notwendige Bedingung von Weierstrafl (WEIERSTRASS um 1870).

Ist u eine schwache lokale Minimumstelle von F :V — R, so gilt
We(z,u(z),u’ (z£),z) > 0,

falls x € o, B und (z,u(z),z) € Qp.

Dies folgt aus (a) mit Hilfe von 1.1, da fiir jedes feste z € [a, 8] die Menge
{z | (z,u(z),z) € Qr} nach Voraussetzung konvex ist.

BEMERKUNGEN. Die notwendigen Bedingungen von Legendre und Weierstraf
sind eher von problemgeschichtlicher Bedeutung. Sie zeigen, dass u € V nur
dann eine lokale Minimumstelle von F : ¥ — R sein kann, wenn der Integrand
langs des 1-Graphen von u beziiglich der z—Variablen konvex ist. Es liegt nahe,
zur Aufstellung hinreichender Bedingungen an Stelle der Konvexitét die strenge
Konvexitdt zu verlangen. Diese ist bei elliptischen Problemen nach dem Zusatz
zu 1.1 gegeben; die Bedingungen (a), (b) sind also nur fiir nichtelliptische Pro-
bleme von Interesse.

2 Die Bedingungen von Jacobi fiir schwache lokale Minima

2.1 Jacobi—Felder und konjugierte Stellen

Im Folgenden stiitzen wir uns auf die Ergebnisse der Theorie gew6hnlicher Diffe-
rentialgleichungen (Existenz, Eindeutigkeit und Differenzierbarkeitseigenschaf-
ten der Losung, Bd. 2, §2, Abschnitte 2 und 5).

(a) Unter den Voraussetzungen 1.2 betrachten wir eine Extremale u € V, wel-
che die strenge Legendre—Bedingung

(¥)  Fua(z,u(z),u’(z)) > 0

fir = € [o, 8] erfiillt.

u : [a, 3] — R™ lidsst sich unter Erhaltung von (*) zu einer Extremalen auf
ein groBeres offenes Intervall I fortsetzen. Denn aus (x) folgt F, > 0 in einer
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Umgebung des 1-Graphen von u : [a, 8] — R™, somit sind dort die Euler—
Gleichungen nach §2:6.2 (b) dquivalent zu einem expliziten System von Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung, deren maximale Losung auf einem offenen In-
tervall definiert ist.

Aus dem lokalen Regularititssatz §2:3.4 (b) folgt die C*-Differenzierbarkeit
der Fortsetzung u: I — R™.

Die zweite Variation von F an der Stelle u € V,
@ 0°F(u)p auf 8§V =PCy([a, B]),

stellt ein neues Variationsintegral G(¢) dar. Nach §2:1.2 (c) hat dieses die Ge-
stalt

G(p) :=0"F(we = [ ((¢', Py +2(¢',Qp) + (¢, Rp)) dz

R—wR —uw

k3

> (Pik(p;@;c + 2Qin) 0K + Rz’k%‘tpk) dz
=1

mit den Matrizen
P(x) = Fp(z,u(z),u'(z)),
Q(x) = Fay(z,u(z),u'(z)),
R(z) := Fyy(z,u(z),
Nach Voraussetzung sind die deren Eintréige Pix, Qix, R jeweils C'—differen-
zierbar; P, R sind symmetrisch, und P ist positiv definit.

Die Euler-Gleichungen fiir $G(¢) = £6°F(u)¢ heiflen Jacobi-Gleichungen
lings u und deren Losungen Jacobi—Felder lings u. Die Jacobi—Gleichungen
bilden ein lineares DG—System zweiter Ordnung

(Pe' +Qp) = Q"¢'+ Rp.
SATZ. Sei us : I — R™ fir |s| < 1 eine Schar von Eztremalen von F mit
ug = u, die C2—differenzierbar von s und = abhdingt.
Dann ist ¢ : I — R™ mit

oug

p(z) = 55 (z) fir x el

s=0

ein Jacobi—Feld von F lings u.

9 9 _ 2 .2 (araus, dass die

Der BEWEIS ergibt sich unter Verwendung von - 5> = 7= 4=
Euler—Gleichungen fiir us durch Ableiten nach s an der Stelle s = 0 die Jacobi—
Gleichungen liefern [07A]. Daher stellt das System der Jacobi—Gleichungen die

Linearisierung des Systems der Euler—Gleichungen dar (vgl. Bd.2, §2:7.5).
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(b) SATZ.

(1) Die Jacobi-Gleichungen lings u haben zu gegebenen Anfangswerten

e&) =9y, P& =¢,

(€ €1, vy, € R™) genau eine auf I definterte Lisung .

(2) Die Lisung = — @(2,€, 00, 9,) des Anfangswertproblems (1) hingt C' -
differenzierbar von simtlichen Variablen x,§, ¢, ¢, ab.

(3) Ein nicht konstantes Jacobi—Feld besitzt auf jedem kompakten Intervall
hdochstens endlich viele Nullstellen.

Hiernach hat der Vektorraum aller Jacobi—Felder von F léngs u die Dimension
2m, und der Teilraum der Jacobi—Felder ¢ mit ¢(£) = 0 ist m—dimensional.

BEWEIS.

Da nach Voraussetzung die Leitmatrix P der Jacobi-Gleichungen invertierbar
ist, sind diese dquivalent zu einem expliziten System linearer DGn zweiter Ord-
nung ¢” = A(z)¢’ + B(z)p mit stetigen Koeffizientenmatrizen A(x), B(x).
Nach Bd.2, §3:3.1 ist dieses dquivalent zu einem linearen DG—System erster
Ordnung fiir  — (¢ (), ¢’ (z)) € R*™ mit stetigen Koeffizienten.

(1) und (2) ergeben sich aus der grundlegenden Theorie gewdhnlicher DG Bd. 2,
§2:6.7 und §2:7.1(b). (3) folgt wie in Bd.2, §4:2.5. O

(¢) DEFINITION.

Wir nennen &, € I mit & # 7
ein Paar langs u konjugierter Stel-
len (konjugiertes Paar), wenn es ein
Jacobi—Feld ¢ # 0 lings u gibt mit

#(&) = ») = 0.

Wir sagen dann auch, 7 ist lings u
konjugiert zu &. ¢

=+
|Y

BEISPIEL. Das Variationsintegral
8
F)= [(v'(z)* = k-v(z)) dz
0

mit den Randbedingungen v(0) = v(3) = 0 besitzt die Extremale u(z) = 0. Fiir
die zweite Variation von F an der Stelle u = 0 ergibt sich 62F(u)p = 2F(¢)
und als Jacobi-Gleichung léings u = 0

!

"+ k-p = 0.
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=

Die Losung ¢ mit ¢(0) = 0, ¢’(0) = 1 ist gegeben durch

sm\[m fir k>0,

S-S

gp(m) = X fﬁI‘ k:0,

1
—— -sinhv—kz fir £k<O0.
v—k
Im Fall k > 0 ist n = 7/Vk eine zu £ = 0 konjugierte Stelle lings u = 0, im Fall
k < 0 gibt es keine zu £ = 0 konjugierten Stellen.

LEMMA. Seien ¢q,...,¥,,, linear unabhingige Jacobi—Felder lings u. Ferner
seien y,...,v,. linear unabhdngige Jacobi-Felder lings u mit ,(§) =
-=1,.(§) =0. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) n st lings u konjugiert zu &,
(2) det(¥p1(n),.... ¢, (1) =0

1)y o
®) det(%(s),...,%m(s)) =0

Die Determinanten werden dabei mit den Spaltenvektoren v, (n) bzw. (zi Eg)
gebildet.

BEWEIS als [UA]. Beachten Sie die Bemerkung nach Satz 2.1 (b).

(d) SATz. Enthdlt das Intervall o, 8] keine lings u zu a konjugierte Stelle,
so emistiert ein grifleres Intervall [ — €, 8 4+ €] C I, in welchem kein lings u
konjugiertes Paar £ n mit |£ —n| < e liegt.

Enthdlt [o, 8] kein lings u konjugiertes Paar, so gibt es ein griferes Intervall
[ —e,8+¢] CI mit derselben Figenschaft.

BEWEIS.
Sei § € I. Fiir j = 1,...,2m betrachten wir die Jacobi-Felder ¢, mit

e =e;, @(&)=0 firj=1,...,m,
LPj(f) =0, ‘P;(f)

Die ¢4,...,,,, bilden nach Bd.2, §3:1.1 eine Basis des Vektorraums aller
Jacobi-Felder lings u und hingen nach (b) C'-differenzierbar von x und ¢ ab.

e; fir j=m+1,...,2m.

Mit 9, (z) = ¢, (z,€) : fsoj (E+t(z—¢))dt gilt

‘Pj(fr f%%ongrtx*g))dt = (xié-)’lp‘](x)
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Hieraus folgt fiir

o Pi(T), oy P (T)
D(z,§) := det ( 0108, vy Pon(€) )

durch Subtraktion der (m + k)—ten Zeile von der k—ten (k=1,...,m)

_ P1(2) —1(8) s - s Pam(T) — P2, (&)
D(l’,f) N det ( 901(5)7 R (102771(5) )

— __¢\2m | 1/)1($),...,¢2m($) = (x — 2m P
=@=9 ‘“(¢A&nw%ﬁo>” O d@ ).

Nach dem vorhergehenden Lemma bilden &, & € I mit z # £ genau dann ein

lings u konjugiertes Paar, wenn d(z,£) = (z — &) 2™ D(x,£) = 0 gilt. Weiter
folgt unter Beachtung von (&) = ¢ (€)

— ¢1(§)’ 7¢2m(£)
“@Q—dﬁ(%gxm,%A@>

det( 0,...,0, e1,...,em> — (—D™.

er,...,eyn, 0,...,0

Damit ist d(z,&) stetig auf I x I. Ist also K C I x I eine kompakte Menge
ohne Nullstellen von d, so gibt es ein ¢ > 0 mit (§,17) € I und d(&,n) # 0,
falls dist ((§,7n), K) < e. Die Behauptungen des Satzes ergeben sich mit K =
{a} x [a, ] bzw. K = [a, 8] X [e, B]. O

2.2 Die Bedingungen von Jacobi und Clebsch

(a) Die notwendige Bedingung von Jacobi (1837). Unter den Vorausset-
zungen 1.2 sei u € VNC'([a, B],R™) eine schwache lokale Minimumstelle des
Zweipunktproblems F :V — R, die der strengen Legendre—Bedingung gentigt,

Fo(z,u(z),u’(x)) >0 fiir alle = € [o, 3] .

Dann enthilt das offene Intervall o, ] weder eine zu « lings u konjugierte
Stelle noch eine zu (3 lings u konjugierte Stelle noch ein konjugiertes Paar.

(b) SATZ. Erfillt eine Extremale u € V die strenge Legendre—Bedingung auf
[, B] und enthdlt das abgeschlossene Intervall [a, 8] kein lings u konjugiertes
Paar, so hat F an der Stelle u ein striktes schwaches lokales Minimum,

F(u) < F(v) firalle veD(F) mit v#u und |[v—-ulc <1.
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Da wir in 3.4 in hinreichendes Kriterium fiir starke lokale Minima unter nur
unwesentlich strengeren Voraussetzungen beweisen, verzichten wir auf den Be-
weis von (b), der auf JACOBI (1837 fiir m = 1) und CLEBSCH (1858 fiir m > 2)
zuriickgeht; Néheres in [8] 1.7.

BEWEIS von (a).
Wir zeigen die erste Behauptung; die beiden anderen folgen ganz analog.

(i) Nach der lokalen Version des Regularititssatzes §2:3.4 (b) ist u eine C3-
differenzierbare Extremale.

Fiir jeden Variationsvektor ¢ € 6V = PC§([c, 8], R™) und us := u + s¢ gilt
lus —ullc1 =[] - |ellcr < 1 und somit F(u) < F(us) fiir |s| < 1. Es folgt

2

d
SCF(u)e = @f(quS(p)}s:o >0.

(ii) Angenommen, es existiert eine zu
a lings u konjugierte Stelle n € o, 3],
d.h. es gibt ein Jacobi-Feld ¢ # 0 lings
u mit ¥ () = ¥ (n) = 0. Fiir die Kurve
¢ € PC3(Ja, 8], R™) mit

P
x) fir x € [a,n)],
p(z) = {W ) e /_\ >

0 fir z€[n,B s " éx

gilt dann mit den Bezeichnungen von 1.2

5 F(u)ep (P’ +Qp,¢") +(Q"¢' + R, ¢)) dz

R—s R —u

(P +Qu,9") + (Q"4' + Rep,9p)) dw = 0;

die letzte Gleichheit ergibt sich dabei durch partielle Integration des ersten
Terms aus den Jacobi-Gleichungen 1.2 (a) fiir .

Damit ist ¢ nach Teil (a) eine Minimumstelle der zweiten Variation §2F(u) :
8V — R und somit C?-differenzierbar nach dem Regularititssatz §2:3.4 (a).
Dies bedeutet insbesondere

') = ¢'(n—) = ¢'(n+) = 0, Y(n) =0.

Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Jacobi-Felder (1.2 (b), Satz (1)) folgt ¥ = 0,
was ein Widerspruch ist. a
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2.3 Das Prinzip der kleinsten Aktion in der Punktmechanik

(a) Aus den vorangehenden Sitzen ergibt sich eine erschépfende Antwort auf
die viel diskutierte Frage, inwieweit das Hamiltonsche Prinzip der Punktmecha-
nik als Minimumprinzip formuliert werden kann.

Wir betrachten die Bahnkurve ¢ — q(t) eines mechanischen Systems mit m
Freiheitsgraden und elliptischer Lagrange—Funktion L sowie das auf I = [t1, t2]
bezogene Wirkungsintegral

Wi(v) = tsz(t,v, V) dt

ty

in der durch v(t1) = q(t1), v(t2) = q(t2) festgelegten Vergleichsklasse Vr. Gehen
wir vom Verschwinden der ersten Variation dWj(q) aus, so folgt aus dem Re-
gularititssatz zunichst die C*>-Differenzierbarkeit von q auf I. Dariiberhinaus
ergibt sich aus der Bedingung von Jacobi:

Enthélt [t1, 2] einen zu ¢1 konjugierten Zeitpunkt, so liefert q kein lokales Mini-
mum von Wy. Enthilt dagegen I = [t1, t2] kein konjugiertes Paar, so ist q nach
2.2 (b) eine schwache lokale Minimumstelle von Wy in V;. Tatséichlich liegt sogar
ein striktes starkes lokales Minimum vor, wie wir in Abschnitt 3 zeigen werden.

Somit ldsst sich das Hamiltonsche Prinzip der Punktmechanik wie folgt
préizisieren: Ist ¢ — q(t) die Bahnkurve eines mechanischen Systems, so gilt
oWr(q) = 0 fiir jedes Intervall I; dariiber hinaus macht q:I — R fiir jedes
hinreichend kleine Zeitintervall I = [t1,t2] das Wirkungsintegral W; zu einem
starken lokalen Minimum auf der Klasse V; und ist hierdurch ausgezeichnet.

(b) Als BEISPIEL betrachten wir das Wirkungsintegral

des mathematischen Pendels mit der Lagrange—Funktion L(y, z) = %z2 + cos y.
Wegen

Ly=—-siny, L,=%2, L,.=1, L,,=0, Ly,=—cosy

ist L elliptisch und v = 0 eine Losung der Eulergleichung v + sinu = 0 mit
den Randwerten u(t1) = u(t2) = 0. Die Jacobi-Gleichung lings v = 0 lautet
©" 4+ ¢ = 0; die Loésungen mit ((t1) = 0 haben die Form ¢(t) = c - sin(t — t1).
Daher sind je zwei Zeitpunkte ¢1, t1 + 7 konjugiert langs v = 0. Fiir to —t; < 7
folgt Wi(v) > Wi(0) = t2 — t1 fiir 0 # v € PC[t1,t2]; dagegen gibt es fiir
to—t1 >meinwv € PC(l)[tth] mit W[(U) < WI(O)
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3 Hinreichende Bedingungen fiir starke lokale Minima

Der Nachweis der starken lokalen Minimumeigenschaft einer gegebenen Extre-
malen ug des in 1.2 formulierten Zweipunktproblems F : V — IR erfolgt mit
Hilfe der Feldtheorie. Hierbei wird die Extremale ug in eine Schar von Ex-
tremalen eingebettet, die zusammen mit einer transversalen Hyperflachenschar
ein krummliniges Koordinatensystem bilden, mit dessen Hilfe sich nachweisen
148t, dass jede von ug verschiedene, C°~benachbarte Vergleichskurve aus V das
Variationsintegral F im Vergleich mit uo vergrofert.

Die Feldtheorie hat ihren Ursprung in der geometrischen Optik. Dort werden
in analoger Weise Biindel von Lichtstrahlen und zu diesen transversale Wellen-
fronten betrachtet, siehe §5:3.

Feldkonstruktionen kénnen auch fiir allgemeinere Variationsprobleme ausge-
fiihrt werden, z.B. fiir Probleme mit beweglichen Endpunkten (siehe [8]) und
fiir mehrdimensionale Variationsprobleme (siehe [6, IT], [7], [3]).

3.1 Der Grundgedanke der Feldtheorie

Wir stiitzen uns im Folgenden auf die in 2.1 genannten Sétze iiber gewdhnliche
Differentialgleichungen und verwenden die Hamilton—Gleichungen § 2 : 6.
Gegenstand dieses Abschnitts ist wieder das Zweipunktproblem 1.2 fiir

B
F(v) = [F(z,v,v')dz.

Da beim starken Minimumproblem den Ableitungen der Vergleichskurven v € V
keine Beschrinkungen auferlegt sind, nehmen wir von vornherein an, dass der
Definitionsbereich des C3-Integranden F' ein Zylindergebiet

QF:QXRm

mit einem Gebiet Q@ C R™T ist und verlangen statt der strengen Legendre—
Bedingung die Elliptizitéit

Fop(z,y,z) >0 fir (z,y)€Q und z€R™.

Unter einem Feld auf einem einfachen Teilgebiet Q9 C Q (Bd.1, §24:5.3)
verstehen wir einen C2-Diffeomorphismus zwischen einem Zylinder ]a,b[ x A
und Qo der Gestalt

(z,c) — U(z,c) = (z,u(z,c)) fir (z,c) €la,b] x A,

wobei A C R™ ein Gebiet ist. Die Kurven = — u(z,c) (definiert auf Teilin-
tervallen von ]a, b[) heiflen Feldkurven. Durch jeden Punkt (£,71) € Qo geht
wegen Bijektivitdt von U genau eine Feldkurve, genauer, es gibt ein eindeutig
bestimmtes ¢ € A mit n = u(&, c). Wir sprechen von einem Extremalenfeld
von F, wenn alle Feldkurven Extremalen von F sind.
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Die Feldfunktion des Feldes ist definiert durch
A:Q—R", A :=uoU"' mit ' :=9/dz;
es gilt also
u'(z,¢) = A(z,u(x,c)) fiir jedes (z,c¢) € ]a,b[ x A,
d.h. jede Feldkurve ist Losung der DG
y = Axy).
Umgekehrt ist jede maximale Losung v : I — R™ dieser DG eine Feldkurve.
Denn sei v(§) = n. Das AWP
y =Aly), y€=n

ist eindeutig 16sbar und wird auch durch die Feldkurve mit u(¢, c) = n geldst.

Die Graphen der Feldkurven sind also
genau die Integralkurven des Vektorfel- 4 y
des

(2,y) — (LA(.y). P

Der Grundgedanke der Feldtheorie fiir
den Nachweis der starken lokalen Mi-
nimumeigenschaft einer gegebenen Ex- Q0
tremalen up € ¥V von F : V — R be-
steht in der Konstruktion eines Extre-
malenfeldes mit Feldfunktion A, wel- u
ches up als Feldkurve enthéilt, und ei-
ner Zerlegung des Variationsintegrals

F = Wa+Ha =x

mit folgenden Eigenschaften:

Yy

(a) Wa ist ,positiv definit beziiglich der Feldkurven“, d.h. fiir jede Kurve v
gilt

mit Gleichheit genau dann, wenn v Feldkurve ist,

(b) Ha ist wegunabhéngig, d.h. fiir jede Kurve v hingt Ha (v) ist nur von den
Endpunkten (o, v(a)), (8,v(3)) ab.

Ist ein Feld mit diesen Eigenschaften gefunden, so ergibt sich die lokale Mini-
mumeigenschaft von up unmittelbar. Denn fiir jede Vergleichskurve v € V mit
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v # ug und ||V — up||qo < 1 liegt der Graph in o, und daher gilt
Wa(v) > 0 = Wa(uo),

weil up Feldkurve ist und durch (o, uo(a)) nur eine Feldkurve geht, sowie
Ha(v) =Ha(uo),

weil die Endpunkte iibereinstimmen.
Hieraus folgt
F(v) =Wa(v) + Ha(v) > Wa(uo) + Ha(ug) = F(uo) .
Zu gegebenem Feld mit Feldfunktion A auf Q¢ C Q legen wir das Integral Wa
fest durch

B
Wa(v) = fWp(x,v(:c),A(x,v(;r:)),v/(;r:)) dz;

@

dabei ist
Wre(z,y,21,22) = F(z,y,22) — F(x,y,21) — Fz(2,y,21) - (22 — 21)

die in 1.1 eingefiihrte Exzessfunktion von z — F(z,y,z). Wegen F,, > 0 ist
z — F(z,y,z) nach dem Zusatz zu 1.1 fiir jede Stelle (z,y) € Q streng konvex,
und es gilt

Wr(z,y, A(z,y),z) >0, mit Gleichheit nur fir z = A(z,y).

Es folgt Wa(v) > 0 fiir alle v € D(F), und aus Wa(v) = 0 folgt v'(z) =
A(z,v(x)) zunichst fiir alle Stetigkeitsstellen z von v'; da aber die rechte Seite
stetig ist, gilt diese DG fiir alle = € [a, 8]. Nach den Ausfithrungen oben muss
v dann eine Feldkurve sein. Umgekehrt ist Wa (v) = 0 fiir jede Feldkurve v.

Mit dieser Festlegung von Wa ist also die Eigenschaft (a) gesichert. Des Wei-
teren ist hiermit auch das Integral Ha bestimmt:

8
Ha(v) =F(v) = Wal(v) = [ {F(x,v,v') - WF(I7V7A(CE7V),V/)} dx

B
= f {F(w,v,A(x,v)) + Fo(z,v,Az,v)) - (v — A(x,v))} dz .

Wir nennen Wa das Weierstraf3—Integral und Ha das Hilbert—Integral
zum Feld U mit Feldfunktion A. Das Feld U heifit Mayer—Feld von F, wenn
das Hilbert—Integral wegunabhiingig ist, d.h. wenn auch die Forderung (b) erfiillt
ist.

Wir fassen die vorangehenden Uberlegungen zusammen:
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SATZ. Ist eine auf [, B3] definierte Extremale uo € V in ein Mayer—Feld ein-
gebettet, d.h. gibt es ein Mayer—Feld auf einem einfachen Gebiet Qo C €2, fiir
das g : [, B] = R™ eine Feldkurve ist, so gilt

F(up) < F(v) firalle veV mit v#uo

und (z,v(z)) € Qo fir z € [o,f].

Die letzte Bedingung ist fir |[v —uollqo < 1 erfiillt, also ist ug eine starke
lokale Minimumstelle von F :V — R im strikten Sinn.

Im Fall Qo =Q gilt sogar F(ug) < F(v) fir alle v €V mit v # ug.

Im Folgenden geht es zunéchst um die Charakterisierungen von Mayer—Feldern
durch die Existenz eines Eikonals bzw. durch Integrabilitédtsbedingungen sowie
um die Konstruktion von Mayer—Feldern. Auf dieser Grundlage zeigen wir, dass
sich eine Extremale in ein Mayer—Feld einbetten lisst, falls [a, (] keine ldngs ug
zu « konjugierte Stelle enthélt.

HinwEls. Die ldnglichen Rechnungen in 3.2 und 3.3 lassen sich mit Hilfe des
Differentialformenkalkiils (§8:5.2) in eine kiirzere Form bringen.

3.2 Das Fundamentallemma fiir Mayer—Felder

Wir beschreiben im Folgenden die Extremalen durch die Hamiltonschen Glei-
chungen §2:6. Gemifl den Bemerkungen in §2:6.2 (d) stellen wir auch hier die
Elemente des Dualraums von R™ durch Vektoren des R™ dar.

Nach §2:6.2 (a), (d) ist die Legendre-Transformation von F,
Qr = Qu, (2,y,2) = (v,y,p) = (v,y, Vo F(z,y,2)),

ein C2-Diffeomorphismus, und die Hamiltonfunktion ist gegeben durch
H:Qu —R, H(z,y,p)=(p 2z - F(ry,z),

wobei z durch Anwendung der inversen Legendre—Transformation aus (z,y,p)
zu bestimmen ist. Mit F ist auch H eine C*-Funktion; die Variablen von H
bezeichnen wir mit

(‘r?y?p) = (x7y1""’ym7p17"'7pm) e QH'

Jedem Feld mit Feldfunktion A : Q¢ — IR™ ordnen wir die duale Feldfunk-
tion

B : Qo _)Rm, (xay) HVZF($7y7A(x7y))
zu. Nach §2:6.2 (a) liefert die inverse Legendre—Transformation

A(m7 y) = VPH(xv Yy, B(ZC, y)) .
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Nach Definition von H und B ist
H($,V,B($,V)) = <B(ZE,V),A(:E,V)> *F(ZE,V,A(&?,V)).

Damit ergibt sich fiir das Hilbert—Integral des Feldes die Darstellung

Ha(v) = [{(B(z,v(x)),V'(z)) - H(z,v(z),B(z,v(2)))} dz

{

Bi(z,v(z))vi(z) — H(z,v(x), B(z, v(m)))} dx .

Re—m R =
s

=1

Wir charakterisieren jetzt die Wegunabhéangigkeit des Hilbert—Integrals durch
Bedingungen an den Integranden entsprechend dem Hauptsatz fiir vektorielle
Kurvenintegrale Bd. 1, §24:5. Hierzu fassen wir das Hilbert-Integral als vek-
torielles Wegintegral fiir Kurven z — (z,v(z)) € R™! in Graphengestalt auf,
haben es also mit einem Vektorfeld auf Q¢ ¢ R™! zu tun, bestehend aus den
m + 1 Komponenten

B()(ZU,y),Bl(ZC,y), . '7Bm($7y)7

wobei
Bo(x,y) = —H(x,y,B(z,y)), (Bi(%,¥),...,Bm(z,y)) =B(z,y).

Hiermit ergibt sich das

Fundamentallemma fiir Mayer—Felder.

Fiir jedes Feld U auf Qo sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) U ist ein Mayer—Feld.

(2) Es existiert eine C2~Funktion S auf Qo mit

@(CE, y) = 7H(ZC, Yy, B(x7 y)) )

o S(xvy):Bi(x,y) (i=1,...,m).

8yi

(3) Es gelten die Integrabilititsbedingungen auf Qo:

0B; 0Bo )

— = =1,...
oz 82/2 (Z ) ) ’ITL) )
dB: OB

ayk ayz 0 (ka ) >m)
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BEMERKUNG. Die in der Definition der Feldfunktion vorausgesetzte Einfachheit
des Gebiets g wird nur benétigt, um (1) und (2) aus (3) zu folgern.

Jede Stammfunktion S des Integranden des Hilbert—Integrals wird ein Eikonal
des Mayer—Feldes genannt; fiir diese gilt also

Ha(v) = 5(8,v(B)) — S(a,v(a))

fiir jede Kurve v : [a, 8] — R™ mit (z,v(z)) € Qo fiir « € [«, 3]

FOLGERUNG. FEine C2-Funktion S auf Qo ist das Eikonal eines Mayer—Feldes
von F genau dann, wenn sie der Hamilton—Jacobi—Gleichung

Sl(ac,y) + H(I,y, Vys($,)’)) = O
gentigt.

BEWEIS als .

3.3 Beziehungen zwischen Mayer—Feldern und Extremalenfeldern

(a) Ist 2 — u(z) = u(z, c) eine Feldkurve, so bezeichnen wir den zugeordneten
Impuls mit

z — p(z) = p(z,¢) = Vo F(z,u(z),u'(z)),

und nennen z — (u(z), p(z)) die erweiterte Feldkurve.

Die folgenden Formeln stellen die Verbindung zwischen Mayer—Feldern und Ex-
tremalenfeldern her:

LEMMA. Sei A die Feldfunktion und B die duale Feldfunktion eines Feldes.

Dann gilt fiir jede erweiterte Feldkurve (u,p) und fir i=1,...,m
(@) — S (e u(a).pla) = 0.

pi(z) + g—i@u(m),p(m))

0B; 0By = 0B; OB ,
= ( 9z O ) (@u(@) +) (8% - ayf) (z,u(z)) - ui(w) .

BEWEIS.

Fiir die erweiterte Feldkurve (u, p) einer Feldkurve u gilt

p(z) = V. F(z,u(z),u'(z)) = Vo F(z,u(z), A(z,u(z))) = B(z,u(z)).
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Zusammen mit der Beziehung A(z,y) = Vo H(z,y,B(z,y)) von 3.2 ergibt sich
die erste Gruppe der oben formulierten Gleichungen,

ll/(f) = A($, u(:v)) = VPH(xv U.(a?), B(xv u(m))) = VPH(xv ll(fL'), p(ﬁ?)) .
Aus —Bo(z) = H(z,y,B(z,y)) folgt

dBo b
_ OH - OBy,
= 5, (@vB Z_j (z.y,B(@,y)) - Z.=(@.y)
OH =
= gy, (@y:B Z_j u(e),

woraus wir die zweite Gleichungsgruppe erhalten:

o, <x,u<x»+;g§; (@0 k() + D (2, (0),pla)
9B; 9B “ (0B, 0B )
- (am ~ oy ) (2 u(@) + 3 (ayk - ayf) (z,u(x)) - uj(z) . O

Hieraus ergibt sich der

Sarz. (1) Jedes Mayer—Feld ist ein Extremalenfeld.
(2) Ein Extremalenfeld ist ein Mayer—Feld, wenn die Bedingungen

0B; _ OBy
Oy, Y,

fir ¢, k=1,...,m erfillt sind.

FOLGERUNG. Fiir m =1 ist jedes Extremalenfeld ein Mayer—Feld.

Eine direkte Anwendung der Folgerung wird in 3.6 gegeben.

BEWEIS.

(1) Nach dem Fundamentallemma in 3.2 sind Mayer—Felder gekennzeichnet
durch die Integrabilitétsbedingungen
0B; 0By 0B; OB

_ = — = fir i,k=1,...
o o 0, Do O 0 fiir 4,k RN
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Nach dem vorhergehenden Lemma erfiillen die Feldkurven eines Mayer—Feldes
die Hamilton—Gleichungen, sind also nach §2:6.2 (b) Extremalen.

(2) Sei U ein Extremalenfeld auf 2o, dessen duale Feldfunktion B die Bedin-

gungen

dB; _ 9By
8yk 8y¢

erfiillt. Da jede Feldkurve u eine Extremale ist, erfiillen u und der zugeordne-
te Impuls p die Hamilton—Gleichungen. Mit dem Lemma oben ergibt sich die
Beziehung

0 = @) + G o, ua),p(@) = <a£ - %’j) (2, u(z)

langs jeder Feldkurve u. Da jeder Punkt von 2y Anfangspunkt einer Feldkurve
ist, folgt die nach dem Fundamentallemma noch fehlende Bedingung fiir ein
Mayer—Feld

0B; _ 0By
or o

in Qo fir i=1,...,m. a

(b) Mit Hilfe der Aussage (2) des vorigen Satzes kénnen wir ein einfaches geo-

metrisches Kriterium dafiir angeben, dass ein Extremalenfeld ein Mayer—Feld

ist.

Wir nennen ein Extremalenfeld
U:la,b[x A — Qo YA

stigmatisch, wenn es einen Knoten-
punkt besitzt, worunter wir folgendes
verstehen:

(i) Jede Feldkurve z +— u(z,c) 4Bt
sich zu einer Extremalen auf das Inter-
vall Ja —€,b] (0 < e < 1) fortsetzen,
(ii) es gibt eine Stelle € € Ja — €, af, so
dass ¢ — u(&, ¢) konstant ist,

(iii) U lasst sich zu einer C?-Abbil-
dung auf Ja —e,b[ x A fortsetzen und f
ist auf |¢,b[ x A ein C*-Diffeomorphis- &~
mus.

\

™
T+
o 4+
S
8

Die durch Fortsetzung auf Ja — €, b[ X A entstehende Abbildung U ist kein Feld
mehr; wir sprechen von einem stigmatischen Extremalenbiindel.
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Ein Beispiel fiir ein stigmatisches Ex-
tremalenfeld diskutierte Johann BER-
NOULLI 1697 im Zusammenhang mit
seiner an der Optik orientierten Lo6-
sung des Problems der Brachistochro-
ne (vgl. §2:2.3). Die in dieser Be-
trachtungsweise liegenden Moglichkei-
ten wurden seinerzeit nicht verfolgt,
und die Idee geriet in Vergessenheit,
bis sie 1827 von HAMILTON neu ent-
deckt wurde.

Die Figur zeigt das Biindel der Zykloi-
denbodgen zusammen mit der Orthogo-
nalschar von Kurven gleicher Fallzeit,
d.h. gleichen Eikonals S, vgl. 3.2. Ty

Ein Mayer—Feld—Kriterium (HILBERT 1900). Jedes stigmatische Extrema-
lenfeld ist ein Mayer—Feld.

Der Beweis beruht auf dem

Lemma von Lagrange (LAGRANGE 1808). Sei U : Jag,bo[x A — R™"! ein
Extremalenbiindel von F, d.h. eine C*—differenzierbare Abbildung der Gestalt

U(z,c) = (z,u(z,c)),
fiir welche jede Kurve x — u(x,c) ein Extremale ist, d.h. zusammen mit dem

Impuls © — p(z,c) = V,F(z,u(z,c),u'(z,c)) den Hamilton—Gleichungen von
F gendigt.

Dann sind fiir jedes ¢ € A die Lagrange—Klammern
L - Op;i Ou, Op; Ou;
vl = 3 ( oo b _ oo 8%)

von z unabhingig.

BEWEIS des Satzes von Hilbert.

Fiir das auf Ja — €, b[x A fortgesetzte Extremalenbiindel ist ¢ — u(€, ¢) konstant,
somit gilt [ca,cs](§,c) = 0 fiir alle ¢, und nach dem Lagrange-Lemma auch
[ca, cg](x, c) = 0 fiir alle (z,c) € Ja,b] x A und alle «, 5.

Aus
p(z,c) = F,(z,u(z,c),v (z,c))
= Fy(z,u(z,c),A(z,u(z,c))) = B(z,u(zx,c))
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folgt

3

Op: x,C
Ocy

und daher fiir alle «, 8

~ (0B u ou
0 = [¢a, cg](z, C) Z < 83; o >(U(x,c)) e (z,c) - 87;(93,0).

i,k=1

a, 3 =

Dies ist fiir jedes (z,c) ein System von Gleichungen (ba, Abg) = 0 (
) hat und

1,...,m), wobei A die Eintrige a;x = (0Bx/0y; — 0B;/dyx)(U(z, c)
die Vektoren

b, = — e, bpy = —
1 801(1:7(:)7 )

wegen der Diffeomorphieeigenschaft von (z, ¢) — U(z, c¢) = (z,u(z, c)) fiir jedes
(z,c¢) € ]a, B[ X A linear unabhiingig sind. Es folgt a;;, = 0By /dy; —IB;/Oyx = 0
auf Qo und somit nach (a) die Mayer—Feld-Eigenschaft. ml

BEWEIS des Lagrange-Lemmas.

Aus den Hamilton—Gleichungen

8ui o 8H
o (z,c) = o (z,u(z,c),p(z,c)),

api _ oOH
oz (.ZE,C) - ff(m,u(x,c),p(m,c))

ergibt sich fiir den ersten Summanden der Lagrange-Klammer [ca, cs]

O N\~ Opi Oui Z’": OPpi Oui  Opi  Ous
0x 4~ Oco Ocg o . 0r dco Ocp Oco Ox Ocp

=1 i=1

m

_ Z 8*p; Bul + Op; ‘ 0%u;
o Oca Ox 865 Oco 0Ocp Ox

i=1

- ou;  Opi O [oH
Z <8ca |: Byl( ):| .30g + Oca @ |:8p1():|>

i=1
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— zm: _ azH( ).%_,_ 62H( ).% . Ous
o Oyr Oy~ 7 Oca  Opp Oy~ Oca Ocp

i k=1

op. (_O°H Ouk 82H( ).%
Oce Oy Op; 7 Ocg  OprOpi- 7 Ocp

Opr Opi ~ .6ca'805_8yk8yi T Bea 87%

- { 92H opr Opi  O°H O, Buk}
1

i,k=

Da dieser Ausdruck symmetrisch in «, 8 ist und wegen [cg, ca] = —[ca, cg] folgt

(%[Cavcﬁ}zo [0a]. o

Mayer—Felder wurden von BELTRAMI 1868, ZERMELO 1894, A. KNESER 1898,
A. MAYER 1903 und CARATHEODORY 1904-1935 untersucht.

3.4 Hinreichende Bedingungen fiir starke lokale Minima

(a) SATZ. Sei F elliptisch und C3—differenzierbar auf Qp = Q x R™, und sei
uo : [a, f] = R™ eine Extremale von F:V — R.

Enthilt das Intervall |a, 8] keine lings up zu o konjugierte Stelle, so ist ug eine
starke lokale Minimumstelle von F :V — R, im strikten Sinn, d.h.

F(v) > F(uo)
gilt fiir alle v €V mit ||[v—ugllqo <1 und v # uo.

Dieser Hauptsatz der klassischen Variationsrechnung stammt fiir m = 1 von
WEIERSTRASS (vorgestellt in seinen Berliner Vorlesungen zwischen 1865 und
1890, aber nicht in Journalen veréffentlicht) und fiir m > 1 von HILBERT 1900.

(b) FOLGERUNG. Ist F € C3(Q x R™) elliptisch, so liefert jede Extremale u :

I — R™ nach Einschrinkung auf ein geniigend kleines Intervall o, 5] C I ein
B
striktes starkes lokales Minimum von F(v) = [ F(z,v,v') dx in der Klasse aller

PC! - Vergleichskurven auf [, 3] mit v(a) = S(Cz), v(B) =u(PB).

Denn nach 2.1 (b) enthélt jedes Intervall [«,y] C I hochstens endlich viele zu
« lings u konjugierte Stellen, also gibt es ein 8 € |a,7], so dass [«, ] kein
konjugiertes Paar enthélt.

Auf die Bedeutung dieses Satzes fiir die Formulierung des Prinzips der kleinsten
Wirkung in der Punktmechanik sind wir bereits in 2.3 eingegangen.
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BEWEIS.

Der Beweis ergibt sich aus den folgenden beiden Sétzen, von denen der erste in
3.1 bewiesen wurde.

(c) SATz. Lisst sich unter den Voraussetzungen (a) eine Extremale uo € V
des Variationsfunktionals F : V — R in ein Mayer—Feld einbetten, so nimmt
F:V — R an der Stelle ug ein striktes starkes lokales Minimum an.

(d) Einbettungssatz. Unter den Voraussetzungen (a) lisst sich die Extremale
up in ein Mayer—Feld auf einer einfachen Umgebung Q0 C 2 des Graphen
{(z,u0(z)) | = € [a, B]} von ug einbetten.

(e) BEWEIS des Einbettungssatzes.

Der Beweis besteht darin, ug als Extremale um ein Stiick nach links zu verlan-
gern, und ein Extremalenbiindel durch den Endpunkt der Verldngerung zu
konstruieren. Nach dem Kriterium 3.3 (b) liefert dieses stigmatische Extrema-
lenbiindel dann ein Mayer—Feld.

(i) Konstruktion eines stigmatischen Extremalenbiindels. Nach 2.1 (a), (d) kon-
nen wir up : [a, 5] — R™ als Extremale auf ein Intervall [a — 2¢, 5 + €] mit
€ > 0 fortsetzen, so dass dieses keine zu £ = a — 2¢ ldngs uo konjugierte Stelle
x # & enthilt. Wir setzen

n:=uo(§), co:=up(§),

und konstruieren ein Extremalenbiindel mit dem Knotenpunkt (£, ) wie folgt:

Fiir c € R™ sei z — u(x, ¢) die maximal definierte Losung der Euler—Gleichun-
gen von F' mit den Anfangswerten

u(,c)=n, u(ec)=c.
Es gilt dann

uo(z) = u(z,co) fiir alle z € [£,8+¢].
Die Abbildung

(z,c) — U(z,c) := (z,u(z,c))
ist auf einer Umgebung der Strecke

[€,6+¢] x {eo} CR™T

definiert und C?-differenzierbar. Dies ergibt sich aus dem Differenzierbarkeits-
satz fiir die Losungen von Anfangswertproblemen Bd.2, §2:7.1(a), (d) durch
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Anwendung auf das zu den Euler-Gleichungen dquivalente System der Hamil-
ton-Gleichungen, vgl. § 2: 6.2 (b). Deren rechte Seite ist C-differenzierbar, denn
mit F ist auch die Hamilton-Funktion C3-differenzierbar, so dass die dort ge-
forderten Standardvoraussetzungen mit k = 1 erfiillt sind.

(ii) U st ein Mayer—Feld. Zu zeigen bleibt, dass U nach Einschréankung auf
einen Zylinder Zy = ]a, b[ x A ein szDiffeomorphismus zwischen Zy und einer
einfachen Umgebung Qo des Graphen von ug ist, vgl. 3.1. Nach 2.1 (a) sind die
Funktionen

Yo 6B+l =R, oo i (ne)  (a=1.m)

Jacobi—Felder langs ug mit
/ltba(g):Ov ’lpla(é-):ea (a=1,...,m).

Da das Intervall ]€, 8+ €] nach Konstruktion keine zu £ lings uo konjugierte
Stelle enthélt, gilt nach dem Lemma 2.1 (c)

det(¢p,(x),..., ¢, (z)) #0 furalle z €], 5+¢].

Hiernach folgt mit [a,b] :== [a —e&,8+¢] C 1§, 8+ €]

Ow Ow 0w
det(dU(z,c) = | 7 0 Ol e

Oum  Oum o Oum

(9x 861 acm

= det(¥,(z),..., ¥, (x) #0 fir z € a,b] .

Nach dem Umkehrssatz (Bd. 1, § 22: 5.2) ist fiir jeden Punkt (z, co) mit = € [a, b]
die Abbildung U, eingeschrinkt auf eine hinreichend kleine Kugel um diesen
Punkt, ein C*-Diffeomorphismus. Da die kompakte Strecke [a,b] x {co} von
endlich vielen dieser Kugeln iiberdeckt wird, finden wir ein § > 0, so dass der
Zylinder Zy := ]a,b[ x A mit A := Ks(co) in der Vereinigung dieser endlich
vielen Kugeln liegt. Hieraus folgt, dass (z,c) — U(z,c) = (z,u(z,c)) ein C*-
Diffeomorphismus von Z, auf ein Gebiet Qo := U(Zy) C Q ist, das den Graphen
von upg : [, 3] — R™ enthilt. Dieses ist einfach als Bild des einfachen Gebiets
Zy = la,b[ x Ks(co) unter U. Somit ist U ein Feld auf Qo und nach (i) ein
Extremalenfeld, also ein Mayer—Feld auf Grund von 3.3 (b). o
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3.5 Minimaleigenschaften des Katenoids

Nach §2:2.4 lassen sich in zwei koaxia-
le Kreisringe mit Radius 1 und Abstand
23 zwei Katenoide einspannen, deren
Profilkurven uy : [—3, 3] — R gegeben
sind durch

ug(x) = ¢ - cosh z (k
Ck

1,2);

hierbei ist vorauszusetzen, dass

|s>0}.

Die Konstanten ¢, mit ¢; < ¢z sind ge-
geben als die Losungen der Gleichung
c-cosh(B/c) = 1. Also ist

S

B < Bo ::max{

cosh s

Sk
cosh s

= [ mit sk::ﬁ7
Ck

Bo
&

[

S

s
cosh s

T T
S2  So S1

1
— = cosh sy .
Ck

Zur Anwendung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir lokale
Minima des Flachinhalts bestimmen wir die Lage der zu §& = —( lings ug
konjugierten Stellen 7 relativ zum rechten Endpunkt 3. Die hierfiir benttigten
Jacobi-Felder ldngs ux erhalten wir am einfachsten aus dem Extremalenbiindel

durch den Knotenpunkt A = (—3,1) =

Die Schar der Extremalen durch A ist
gegeben durch

cosh((z — &) - cosh s — s)
cosh s

u(z,s) =

fiir s > 0. Denn nach §2:2.5 ist jede
Extremale von der Form

u(x)zucoshmixo,
c

und die Bedingung

1:u(§):c-cosh§_7$0

fithrt nach Ersetzung von ¢ durch den
Parameter s > 0 mit coshs = 1/c auf

E—x

1 0
coshs = — = cosh =—— | also
c c

_ %0 —§

>0 und daher

(€,1) gemaB Satz 2.1 (a).

’

T »

B

X
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cosh s c

u(w) = A cosh (226 - 0=8)

1
= b cosh((z — &) -coshs —s) =: u(x,s).

Nach 2.1 (a) erhalten wir Jacobi-Felder lings uy : « — u(x, sx) durch

ou
s
Mit ay := sinh .sk/(zosh2 sk > 0 ergibt sich unter Beachtung von —¢ = 3 sowie
von ¢y, - sinh sx = ay - cosh sk, = ar/ck = arsk/B und von ¢, = ay coth sg

SKT . SkX SKT
ka(m)—ak-{(ngskcothsk) -smhgcosh;} .

Daher ist ¢x(0) = —ar < 0. Fiir z # 0 erhalten wir

. SKT SKT
or(r) = ax - sinh 2= - $ ¢ (Z52) + p(sk)
B B

mit ¢(s) := s —coths (s #0).
Fiir s # 0 ist ¢(—s) = —¢(s), ferner ist ¢ wegen ¢’'(s) = coth®(s) > 0 in
jedem der beiden Bereiche s < 0, s > 0 streng monoton steigend. Weiter gilt
@(£s0) = 0, wobei so ~ 1.1997 diejenige Stelle in R~ ist, an der die Ableitung
von s/ cosh s verschwindet ([0A], vgl. §2:2.5 (c)). Schlieflich gilt

lim ¢(z) = —c0, lim ¢(z) =c0.

x—0+ T— 00

Somit besitzt « — {@(spz/B) + ¢(sk)} fiir £ < 0 genau die Nullstelle £ = —f
und fiir £ > 0 genau eine Nullstelle 7. Hieraus folgt mit ¢x(0) # 0, dass das
Jacobi—Feld @i genau eine zu £ langs uy, konjugierte Stelle i, > 0 besitzt. Weiter
gilt

m<B<n2,

denn wegen der strengen Monotonie von ¢ und der Gleichung ¢(skmi/B3) =
—¢(sk) bestehen die Aquivalenzen

m<B<m = ¢(sim/B) <d(s1), ¢(s2) < d(s2m2/P)
< ¢(s2) <0=10¢(s50) < @p(s1) <= s2<s0<81.

Somit liefert das Katenoid mit der Profilkurve u; nach 2.2 kein schwaches lokales
Minimum des Fliacheninhalts und das Katenoid mit der Profilkurve us nach 3.4
ein starkes lokales Minimum.
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Das zweite der vorangegangenen Bilder zeigt die Einbettung der Kettenlinie ug
in ein Extremalenbiindel mit Knotenpunkt

1) =(=6,1)

fir 8 = 0.6.

Hiermit sind die Aussagen (iii) und (iv)
in §2:2.5(d) bewiesen, wenn wir noch
den Fall 8 = By einbeziehen. In diesem
Fall ist ¢1 = c2, und das Jacobi—Feld
1 = @2 langs w1 = wuo besitzt neben
¢ die Nullstelle 71 = n2 = B. Somit
ist ue nach 3.2 keine schwache lokale

Minimumstelle. U
Zeigen Sie, dass fiir jedes Katenoid

mit Profilkurve u die zu ¢ konjugierte
Stelle n durch die nebenstehend skiz-
zierte Tangentenkonstruktion gefunden £ n
werden kann (LINDELOF 1861).

8V

3.6 Ein Extremalenfeld fiir den harmonischen Oszillator
(a) Wir betrachten fir 0 < k- (8 — «) <7 das Wirkungsintegral

W) =

1(v? = k*v®)dz  auf

R —w

v = {UEPCl[a,B] ‘ v(a) =a, U(B):b}.

Fiir den Integranden F(y, 2) = $(2°—k*y?) ist F.. = 1, F., = Ound F,, = —k>.
Dabher ist F' elliptisch, und die Euler—Gleichung lautet

o+ Ky = 0;
dies ist gleichzeitig die Jacobi-Gleichung. Jede Ldsung ¢ # 0 mit ¢(«) = 0 hat
die Form ¢(x) = ¢ - sin(k(z — a)) mit ¢ # 0. Wegen k - (8 — «) < 7 hat diese

keine Nullstelle in ]a, 8], d.h. [a, 3] enthilt kein ldngs irgend einer Extremalen
konjugiertes Paar.

(b) Es gibt also genau eine Losung u € V der Euler—Gleichung, gegeben durch
u(z) = 1 (a -sin(k(8 — x)) + b - sin(k(z — a)))
s

mit s:=sin(k-(8—a)) >0.
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Nach dem Hauptsatz 3.4 (a) folgt unmittelbar, dass W : ¥V — R an der Stelle
u ein striktes starkes lokales Minimum annimmt. Wir wollen hier zu Demon-
strationszwecken den Hauptsatz aber nicht bemiihen und unmittelbar an die
Folgerung in 3.3 (a) ankniipfen, indem wir v in ein (nicht stigmatisches) Extre-
malenfeld einbetten und dessen Feldfunktion angeben. Hierzu setzen wir

u(z,c) :=u(x) +c-sin(k(r —a+e)) fir a—e<zx<f+e, ceR;

dabei wihlen wir € > 0 so, dass 2e < 7/k — (8 — ).

Durch U(z,¢) = (z,u(z,c)) wird Qo := Ja —e&,8+¢[ x R bijektiv auf sich
abgebildet. Wegen U™ (z,y) = (a:, (y — u(z))/sin(k(z — a + E))) erhalten wir
die Feldfunktion

A(z,y,¢) = v (z)+k-cotglk(z —a+e)) - (y—u(x)).

Nach 3.1 gilt W(u) < W(v) fiir alle v € V mit v # u, denn U ist nach der
Folgerung des Satzes 3.3 ein Mayer—Feld, und fiir alle v € V liegt der Graph in
Qo.

(¢) Nach (a) ist u = 0 die einzige Losung der Euler—Gleichung mit Randwerten
Null. Es folgt W(v) > 0 = W(0) fiir alle v € PC}[a, 3], solange 0 < k <
w/(8 — ). Durch Grenziibergang k — /(3 — «) erhalten wir so die scharfe
Form der Poincaré—Ungleichung

B

8
/v(a:)Qd:c < (ﬁ;a>2 /v/(m)Qdac fiir alle v € PC§ [, 0] .

o e

Diese ldsst sich nicht mehr verschérfen, denn fiir v(z) = sin (Wg:‘;) gilt das
Gleichheitszeichen. Wir formulieren das Ergebnis um:

(d) Satz. Fir V =PC{ [, 3] existiert

B 8 . 2
min{fv/2dac ’veV, vad:czl} = (ﬁ—a)

und wird angenommen fir vo(x) = 4/ ﬁ—ia sin <7r~ Z:Z) .

Zeigen Sie: Ist v € V eine Losung des isoperimetrischen Problems

B B
fv'2 dr = min unter der Nebenbedingung fv2 dr=1,

@

so gilt v = fwg (vgl. §2:5.1).
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§ 4 Hamiltonsche Mechanik
1 Bewegungsgleichungen bei Zwangsbedingungen,
Hamiltonsches Prinzip

1.1 Die Newtonschen Gleichungen fiir freie Massenpunkte

(a) Wir betrachten N Massenpunkte im Raum unter dem Einfluss eines Kraft-
feldes mit einem (mdoglicherweise zeitabhiingigen) Potential V.

Die Koordinaten und Massen nummerieren wir wie folgt: Es seien
xr1,x2,rs die Koordinaten des ersten Teilchens mit Masse m1 = ms = ms,

xr4,%5,2r¢ die Koordinaten des zweiten Teilchens mit Masse m4 = ms = msg,

usw. Diese Koordinaten fassen wir zu einem Vektor x = (z1,...,z3n) € R3N
zusammen. Vom Potential V(t,x) verlangen wir C?-Differenzierbarkeit auf ei-
nem Gebiet des R*¥*!. Dann lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen

mai‘a + 6aV(t,X(t)) =0 fir a= 1,,3]\77

dabei steht 9,V fiir 9V/0x. Wir fassen diese 3N Gleichungen zu einer Vek-
torgleichung zusammen:

() mx(t) + VV(t,x(t) = 0;
hierbei ist m die Diagonalmatrix mit den Eintragen mg,..., msn.

(b) Die Gleichungen (x) sind die Euler—Gleichungen fiir das Wirkungsintegral
3N
W, I) = [{3 Y maia(t)® = V(t,x(t)}dt = [L(t,x(t),%(t))dt
T a=l1 1

mit I = [t1,t2] und der auf Qp =Q x RN elliptischen Lagrange—Funktion
Lt,x,y) = 3 (y,my) —V(tx).

1.2 Massenpunkte unter Zwangsbedingungen, d’Alembertsches Prin-
zip

(a) Wir betrachten nun N Massenpunkte, denen p < 3N holonome Zwangs-

bedingungen (constraints)

Gi(t,x) = - =Gp(t,x) =0, kurz G(t,x) =0
auferlegt sind, wobei die rdumlichen Gradienten

V< G1(t,%x), ..., VxGp(t,x)
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an jeder Stelle (¢,x) mit G(¢,x) = 0 linear unabhéingig sind.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist dann die Constraintmannigfaltigkeit
M) = {xeR" | G(t,x) =0}

eine Losungsmannigfaltigkeit im R3Y
der Dimension m = 3N — p, d.h. M(t)
lasst sich lokal durch m Parameter be-
schreiben (Bd. 1, §22:5.5).

Beispiele sind das ebene mathemati-
sche Pendel (N = 1,p = 2,m = 1),
das ebene Doppelpendel (N = 2,p =
4, m = 2) und das Foucaultsche Pendel
(N=1,p=1,m=2).

(b) Das d’Alembertsche Prinzip.
Fiir das Einhalten der Zwangsbedin-
gungen, d.h. das Verbleiben des Sy-
stems auf M, wird eine Zwangskraft
F,wang verantwortlich gemacht. Die-
se soll im Kriftegleichgewicht mit der
Tragheitskraft Fise = —mX und der
dufleren Kraft F = —V,V stehen;

Fiwang + Firag + F = 0;

daraus ergibt sich zum Zeitpunkt ¢

Fowang(t) = mX(t) + ViV (£, x(t)) . Q

Das d’Alembertsche Prinzip besagt, dass diese Zwangskraft zu jedem Zeit-
punkt ¢ senkrecht ist zum Tangentialraum Ty M (t) von M (t) im Punkt x(t):

(#x) mX(t) + ViV (t,x(t)) L TyeuyM(t).
Es gilt also
(mX(t) + ViV (t,x(t)),v) = 0

fiir jeden Tangentialvektor v von M (¢) im Punkt x(¢) (d’Alembertsche Glei-
chungen). In der Physikliteratur werden diese Tangentenvektoren oft virtuelle
Verriickungen genannt.

Fiir den Giiltigkeitsbereich des d’Alembertschen Prinzips tiber den Fall holono-
mer Zwangsbedingungen hinaus und fiir Uberlegungen zu seiner Rechtfertigung
verweisen wir auf [15] Ch.IV. Wir beschrinken uns auf eine Plausibilitéitsbe-
trachtung fiir den Fall eines Massenpunkts, der an eine feste Fliche M C R3
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gebunden ist. Hierzu zerlegen wir die duflere Kraft F in die Normalkomponente
F | und eine Tangentialkomponente F+. Da die Beschleunigung stets tangential
erfolgt, wird sie durch F+ bewirkt:

mXx=Fr=F-F,, also Fi=-mX+F=—-F,yang-

1.3 Vom d’Alembertschen zum Hamiltonschen Prinzip

(a) Wir behandeln zunichst den Fall eines zeitunabhéngigen Konfigurations-
raums. Die Constraintmannigfaltigkeit M C RV sei durch zeitunabhingige
(skleronome) Bedingungen

Gi(x) =+ =Gp(x) =0, kurz G(x)=0

gegeben, wobei die Gradienten der C2-Funktionen Gy in jedem Punkt x € M
linear unabhéngig sind. Dann ist der Konfigurationsraum M eine Losungs-
mannigfaltigkeit der Dimension m = 3N — p im R3*", und nach Bd. 1, §22:5.4
lasst sich M lokal durch m Parameter beschreiben; z.B. kénnen wir m Koordina-
ten von x (bezeichnet mit g1, ..., gm) frei wihlen und die iibrigen Koordinaten
von x € M durch diese ausdriicken. Damit lassen sich die Punkte von M lokal
in der Form

<P((J1,~~~,Qm) = (q17~~~7qm,¢(q1,--~,qm))

mit einer injektiven C2-Abbildung 1 darstellen. Da die ersten m Zeilen der
Jacobi-Matrix d¢ die Einheitsmatrix F,, bilden, hat d¢ den Rang m.

Wir machen uns nun von dieser speziellen Form der Parametrisierung frei und
betrachten beliebige Parametrisierungen, d.h. C2~Abbildungen

p:R"D2Q =M, q=(q,---,qn) — (p1(Q),...,03n(q))

mit folgenden Eigenschaften:

(i) ¢ : Q — M ist bijektiv und stetig invertierbar. (Hierzu schrinken wir M
entsprechend ein.)

(ii) Die Jacobi-Matrix de(q) hat fiir jedes q aus der Koordinatenumgebung
Q den Rang m. Dann ist jede C"™-Kurve auf M (r = 1,2) von der Form ¢ +—
x(t) := o(q(t)) mit einer eindeutig bestimmten C"-Kurve ¢ +— q(t) in der
Koordinatenumgebung 2. Dies folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

In diese Beschreibung des Konfigurationsraumes mittels Parametrisierungen
lasst sich der Fall fehlender Zwangsbedingungen, also m = 3N, einbeziehen.
In diesem Fall ist ¢ eine C?-Koordinatentransformation, d.h. ein C2-Diffeo-
morphismus ¢ : Q — M zwischen den Gebieten Q und M des R*".

(b) Die zur Lagrange-Funktion L(t,x,y) = +(y,my) — V(t,x) unter der
Parametrisierung ¢ gehorige Lagrange-Funktion L¥ definieren wir so, dass das
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Wirkungsintegral erhalten bleibt, d.h. fiir beliebige C'~Kurven q : [t1,t2] — Q
und ihre Bildkurve x =@ oq: [t1,t2] — M soll gelten

[ L2 a),a)dt = [ L(t, x(), %(t)) dt .

Durch Differentiation nach t2 an der Stelle t1 = t erhalten wir die hierzu dqui-
valente Bedingung

L#(t,a(t),a(t) = L(t,x(t),%(t)) mit x(t) = e(a(t)).
Die Variablen von L% bezeichnen wir mit
(t7q7v) = (t,Q1,... 7Qm77~)17---77~)m) .

Die qi, ..., gm werden (krummlinige bzw. generalisierte) Ortskoordinaten ge-
nannt, und die v, ..., v, (generalisierte) Geschwindigkeitskoordinaten.

(c) Sarz. (i) Es gilt

L#(t,q,v) = L(t,¢(a),de(q) V)

ilNgE

air(Quivk —U(t,q) = 3(v,A(qQ)v) —U(t,q),

1
2
i

wobet die Matriz A(q) mit den Eintrigen

ain(q) = ;ma Di0a(q) - Orpa(q)

positiv definit ist und U(t,q) := V(t,(q)) eine C>~Funktion auf Q.

(ii) Genau dann erfillt t — x(t) auf dem Intervall I die d’Alembert—Gleichun-
gen (xx), wenn q(t) = @ '(x(t)) auf I die Euler—Gleichungen

G taw.a®) | = S taw.a®) G =1m)

fiir L® erfiillt, d.h. wenn q ein stationdrer Punkt des Wirkungsintegrals
to
W(q, [t1,t2]) = [L#?(t,q(t),a(t)) dt
t1

fiir jedes Intervall [t1,t2] C I ist.

Somit sind fiir holonome Systeme der oben beschriebenen Art das d’Alembertsche
und das Hamiltonsche Prinzip dquivalent.
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(d) FOLGERUNG. Die Zeitentwicklung t — x(t) = (x1(t),...,xn(t)) eines Sy-
stems von N Massenpunkten in einem konservativen Kraftfeld unter zeitunab-
hingigen oder bei fehlenden Zwangsbedingungen ergibt sich aus einer beliebigen
Parametrisierung ¢ : Q — M des Konfigurationsraums durch x(t) = ¢(q(t)),
wobei q die Euler—Gleichungen fiir L¥ erfiillt.

BEWEIS.

(i) Aus der Definition von L¥ folgt mit der Kettenregel

LLp(t> q(t)7 q(t)) = L(t7 ‘P(Q<t))7 dgo(q(t)) : Q(t))

fiir jede C'-Kurve q : I — Q. Zu gegebenem (t,q,v) wihlen wir die durch
q(s) = q+ (s — t)v gegebene Gerade und erhalten wegen q(t) = q, q(t) = v

L¥(t,q,v) = L(t,¢(q),de(q) V).

Fiir x(s) = ¢(q(s)) nr?it q(s) =q+(s—t)vseiy = (y1,...,ysn) := X(¢). Dann

gilt y = dp(q)v = ) dxp(q)uv, also
k=1

(%(t), mx(t))

3N 5 3N m 2
<yamy> = Zmﬂya = Zma(zakSDa )
a=1 k=1

3N m
= > ma Y. 0i9alq)vi Okpa(q) vk

a=1 ik=1
m 3N

= > vivk Y, Ma 0ipa(q) dkpalq) -
i,k=1 a=1

Fir v # 0 folgt y = dp(q)v # 0 (wegen Rangdy(q) = m) und daher
(y,my) > 0. Dies zeigt, dass A(q) positiv definit ist. Der Rest von (i) ist klar.

(ii) Sei jetzt t — x(t) = o(q(t)) eine beliebige C*~Kurve in M. Zweimalige
Anwendung der Kettenregel ergibt

x(t) = de(a(t) a(t) = kilakso(qu))q'k(t),

P
Il
fingE

B:dep(a(t)) 4i(t) dn(t) + ,iaw(q“” ().

i 1

Aus U(t,q) =V(t,(q)) folgt ferner mit 9oV = 0V/dzo, 0;U = 0U/dq;

O,U(ta) = 3 0.V (t, () Dpu(a).
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Somit gilt
(m%(t) + ViV (t,x(t)) » 95p(a(t)))
3N
= 2 (mada®) + 9V (6:x(1) - 950a(a®))
(1)
- Zma { Z 9i0kpa(alt)) ¢i(t) gr(t)

i,k=1

m

E Opa(@(®) de(t)} - jpalalt)) + 0;U(t a(t)).

Zur Berechnung von

B0) = 5 [ G-taw.a) | - S (tao.a)

beachten wir, dass nach (i)

OL¥ 1 X
t,q,v - Yvivg — O;U(¢
o, hav) = 3 kZ::l k (t,q)
m 3N
= 3 Y ma00ipela) Okpala) vive — U a),
i,k=1 a=1
oL¥

(hav) = San@ve = 353 madjpu(a) hpa(a) ve

811]' k=1 k=1a=1

also mit Hilfe der Produkt— und Kettenregel und mit 0,004 = 9;0;¢a

SICES 5% 10 0050 (a(0) D (a(0) - 10 10
+ 55 5 e 0560 (a(0) 0010 (a(0) )80
435 5 ma 0y (a(0) e (alt) )
= 55 5 ma0,0:0 (a(0) - upn(al) (0 el0) + 0,U(1 a(0)
—i_iv O3 (1)) BDhpa (A1) 65(1) G 1)
435 5 e 0ypa(a) - Dua a0) l0) + QU al0)

2 (mx(t) + VeV (t,x(1)) , d50(t,a(t)) ).
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Da dip(q(t)), ..., Ome(a(t
M an der Stelle x(t) = p(q(
aufspannen, folgt

)) linear unabhéngige Tangentenvektoren von
t)) sind und damit den Tangentialraum T, M

mx(t) + ViV (t,x(t) L TuyM <= Ey(t) = =En(t)=0. O

(e) Bei zeitabhéngigen (rheonomen) Zwangsbedingungen G(t,x) = 0 sind die
Parametrisierungen ¢ der Constraintflichen M (t) ebenfalls zeitabhéngig, also
von der Form q — ¢(t,q). Die Lagrange—Funktion L¥ hat dann die Gestalt

ai(t, Qvivi — U(t, Q).

1
LLP(t7q7 V) = 5
1

i

jilNgE

Auch in diesem Fall sind die Bewegungsgleichungen (x%) bzw. (x) dquivalent
zu den Euler—Gleichungen. Dies ergibt sich in Analogie zu den Rechnungen

oben .

Ein Beispiel liefert das Foucault—Pendel, vgl. 1.1 (a).

2 Legendre—Transformation und Hamilton—Gleichungen

2.1 Voraussetzungen und Bezeichnungen

(a) Wir betrachten im Folgenden fiir » > 2 eine elliptische C"-Lagrange—
Funktion

L:QL_>]R’7 (t7q7V)'—>L(t7q7V),

wobei Q1 von der Gestalt R x Q x R™ ist mit einem Gebiet 2 C R™. Nach
§2:3.3(b) ist die Legendre—Transformation

(t,q,v) = (t,q,p) = (t,q, Vv L(t,q,V))

ein C"~!-Diffeomorphismus von Qr, auf ein Gebiet Qg = R x Q x P ¢ R¥™+L,
Die Umkehrabbildung bezeichnen wir in diesem Paragraphen mit

(t;a,p) = (t,q,V(t,q,p)).
Die Hamilton-Funktion
H:Qu =R, (t,q,p)+— H(tq,p)
ist definiert durch
H(t,q,p) = (p,v) = L(t,q,v) mit v=V(tq,p).

Nach §2:6.2 ist H ebenfalls C"—differenzierbar.
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Die Transformationen
vi—p=V,L(tq,v) bzw. p—v=V,H(tq,p)

verbinden die Geschwindigkeitsvariablen v mit den Impulsvariablen p;
fiir die Darstellung der Impulse p als Vektoren des R™ verweisen wir auf das
in §2:6.2(d) Gesagte.

Fiir die Lagrange-Funktion von Abschnitt 1,
1
L(t, q, V) = §<V7 A(t7 q)V> - U(t7 q) )
ist Qg = Qp und
H(t,q,p <p, aQ) 'p) + Ult,q)

die Gesamtenergie, ausgedriickt in Orts— und Impulskoordinaten [UA].
(b) Nach §2:6.2 (b) sind die Euler—Gleichungen (Euler—Lagrange—Glei-

chungen)
d { oL
(91)2‘

oL
8q¢

(t,a(t), a(t)) ] = (ta(t),a()  (i=1,...,m) bzw.
(EG)

& [ ertwam.aw) | = Valita.4w),

dquivalent zu den Hamilton—Gleichungen (auch Hamiltonsche kanoni-
sche Gleichungen)
oH . 0H
t,q(t), p(t i(t) = —=—(t,q(t), p(t
S (Balp(0). #i(t) =~ (t.al).p()

HG) § (i=1,...,m) bzw.

q(t) =

q(t) = VeH(t,q(t),p(t)), B(t) = —VaH(t,q(t),p(?))

(c) Beide Differentialgeichungssysteme sind durch das Verschwinden der ersten
Variation von Wirkungsintegralen gekennzeichnet. Fiir die Euler—Gleichun-
gen EG ist dieses auf Zeitintervallen I = [t1, t2]

Wi(a) = Wi(a, 1) = [ L(t.a(t),a(t)) dt,

ty

und die Hamilton—Gleichungen HG ergeben sich nach §2:6.2(c) aus dem Ver-
schwinden der ersten Variation des Wirkungintegrals fiir Kurven ¢ — (q(¢), p(t))

Wi (a,p) = Wi (q,p, I f{ — H(t,q(t),p(t))} dt.



2 Legendre—Transformation und Hamilton—Gleichungen 99

Das Integral Wg(q, p) entsteht aus W iiber die Legendre-Transformation:
Wu(q,p) =W(q) fir p(t) = VvL(t,q(t), q(t)) -

Um aus 6Wg(p, q) = 0 auf die C'-Differenzierbarkeit von q, p und die Giiltig-
keit der Hamilton-Gleichungen zu schlieBen, geniigt nach §2:6.2(c) die C'~
Differenzierbarkeit von H.

(d) Die Hamiltonsche Formulierung der Bewegungsgesetze zeichnet sich mehr-
fach aus. Hingt die Lagrange—Funktion (und damit auch die Hamilton—Funk-
tion) nicht explizit von der Zeit ab, so stellen die Hamilton—Gleichungen ein
autonomes System mit divergenzfreier rechter Seite dar. Dies fithrt unmittelbar
auf den Energiesatz; ferner folgt die Volumentreue des Flusses im q, p—Raum
(Phasenraum) nach dem Satz von Liouville (Bd. 2, § 5:6.3). Die Formulierung
von Erhaltungssédtzen im folgenden Abschnitt gestaltet sich im Hamiltonschen
Formalismus besonders einfach.

SchlieBlich spielen die Hamilton—Gleichungen eine wesentliche Rolle bei der Be-
schreibung des Wellenbildes der Mechanik. Die Wellengleichung der Mechanik,
die Hamilton—Jacobi—Gleichung

as ( . oS oS ) — 0,

95 L gk 25 . 95
a UC ARl o

ist Ausgangspunkt der Jacobischen Integrationsmethode fiir die Hamil?onfGlei—
chungen in Abschnitt 4; auflerdem ergibt sich aus ihr durch formalen Ubergang
die Schrodinger—Gleichung der Quantenmechanik

h O hoo )
Tor T H( T )

2.2 Aufgaben

(a) Das sphdirische Pendel besitzt die Lagrange—Funktion in Kugelkoordinaten

.. 1 . 2 .
Ligp1, 2, ¢1,2) = gml® (§1+ @5 sin® 1) — mgl cosr .

Verifizieren Sie dies und geben Sie ein Gebiet 2, an, in welchem L elliptisch
ist. Bestimmen Sie das zugehorige Gebiet Q2 und die Hamilton—Funktion H.
Wie lauten die Hamilton—Gleichungen?

(b) Die Legendre—Transformation ist involutorisch. Zeigen Sie unter der Vor-
aussetzung Qr = R x Q@ x R™ = Qu, dass auch H elliptisch ist und dass
die Legendre-Transformation, angewandt auf (¢,q, p, H), wieder zu (¢,q,v, L)
zuriickfiihrt.
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(¢) Die Bewegungsgleichung eines Teilchens der Masse m und Ladung e im
elektromagnetischen Feld lautet

1
m¥X = e (E + p X X B) (Lorentz—Gleichung) .
Zeigen Sie: Besitzt das elektromagnetische Feld ein Potential, d.h. gilt
-E = -—+4+Vyp, B = rotA

mit C'-Funktionen ¢(t,x), A(t,x), so ergibt sich die Lorentz—Gleichung als
Euler—Gleichung fiir die Lagrange—Funktion

Lit,x,v) = %HVH2—|—@(%<V,A(LX)> - cp(t,x))

und aus den Hamilton—Gleichungen fiir die Hamilton—Funktion

2

+ ep(t,x).

1 e
H(t,x,p) = %HP— EA(t7X)

3
Verwenden Sie dabei die Identitit v x rot A = Z v; (VxA; — 0;A) .

i=1

3 Symmetrien und Erhaltungsgréfien

3.1 Erhaltungsgréfien und Poisson—Klammern

(a) Wir betrachten in diesem Abschnitt eine elliptische Lagrange—Funktion L :
Qr, — R und die zugehorige Hamilton—Funktion H : Qx — R; dabei setzen wir
voraus, dass 0 = Qo x R™ und Q¢ =R x 2 mit einem Gebiet Q C R™.

Ein erstes Integral der Euler-Lagrange—Gleichung EG ist nach §2:2.1 eine
C'-Funktion F:Qr — R mit der Eigenschaft

F(t,q(t),q(t)) ist konstant fiir jede Losung ¢+ q(t) der EG.
Entsprechend nennen wir eine C'-Funktion G : Qy — R ein erstes Inte-
gral der Hamilton-Gleichungen (HG) bzw. eine Erhaltungsgréfle oder eine

Konstante der Bewegung, wenn

G(t,q(t),p(t)) konstant ist fiir jede Losung t — (q(t), p(t)) der HG.

(b) Erste Integrale der EG und Erhaltungsgréfien sind iiber die Legendre-
Transformation 2.1 miteinander verkniipft:
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SATZ. Ist F' ein erstes Integral der EG, so liefert
G(t,q,p) = F(t,q,V(t q,p))

eine ErhaltungsgrifSe. Umgekehrt ist fiir jede Erhaltungsgrofie G durch
F(t,q,v) = G(t,q, VwL(t,q,v))

ein erstes Integral der EG gegeben (Bezeichnungen wie in 2.2 (a)).

Ist F ein erstes Integral der EG und ¢t — (q(¢), p(t)) eine Lésung der HG, so ist
nach 2.2 (c) ¢t — q(t) eine Losung der EG, und es gilt p(t) = Vv L(t, q(t), q(t)),
somit q(t) = V(t,q(t),p(t)) nach 2.2(a). Also ist F(t,q(t), V(¢,q(t), p(t)))
konstant. Ist G eine Erhaltungsgrifie, ¢ — q(t) eine Losung der EG und p(t) =
V. L(t,q(t),q(t)), soist t +— (q(t),p(t)) eine Losung der HG und damit
G(t,q(t), Vv L(t,q(t),q(t))) konstant.

(c¢) BEISPIELE. (i) Héngt L nicht von ¢ ab, L(¢,q,v) = L(q, V), soist H eine
Erhaltungsgrofe, vgl. 2.2 (b). Dieser entspricht das aus §2:2.1 bekannte erste
Integral

F(q,V) = Lv(q,V)~V—L(q,V)

der EG.

(i) Hat L eine zyklische Variable g, d.h. tritt die k—te Ortskoordinate in L
nicht auf, so ist L., ein erstes Integral der EG, vgl. §2:2.1. Die entsprechende
Erhaltungsgrofe ist dann die k-te Koordinate pi des generalisierten Impulses.

(d) Fiir C*~Funktionen F,G : Qg — R definieren wir die Poisson—Klammer

" [(OF 8G OF 08G
(h.6) Z(apaq‘aqap)

SATZ. Genau dann ist G eine Erhaltungsgrifle, wenn fir die Hamilton—Funk-
tion H gilt
oG

-— = H m Q.
It {Ga } m H

BEWEIS.
Fiir jede Losung ¢ — (q(t), p(t)) der HG gilt unter Fortlassung der Argumente

d 0G ~~[0G . oG .
G ap0) = 5+ 3 <6q ar 29 .pk)

oG i(aGaH aGaH) e

=— 4+ = — — {G,H}.
ot Oqr Opr.  Opi Oqi { }

ot
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Somit ist G eine ErhaltungsgréBe, falls 0G/0t = {G,H} in Qpg. Die Um-
kehrung folgt daraus, dass es zu jedem (to,qq, Py) € Q# eine nahe to definierte
Losung ¢ — (q(t), p(t)) der HG gibt mit q(to) = do, P(to) = Po- O

3.2 Symmetrie und Invarianz von mechanischen Systemen

Ziel dieses Abschnittes ist es, aus Invarianzeigenschaften eines mechanischen
Systems auf Erhaltungsgrofien zu schlieen. Von der Invarianz eines mecha-
nischen Systems unter einer Transformationsgruppe sprechen wir, wenn sich
das zugehorige Wirkungsintegral bei ,,Verschiebungen“ von Bahnen durch die
Transformationen nicht dndert. Da wir das Hamiltonsche Prinzip an die Spitze
der Mechanik stellen, bietet sich dieser Ansatz auf natiirliche Weise an; seine
ZweckmiBigkeit erweist sich im Folgenden.

Wir definieren zunéchst die Invarianz des Wirkungsintegrals unter reinen Raum-
transformationen; in 3.5 gehen wir zum komplizierteren Fall von Raum—Zeit—
Transformationen tiber.

(a) Unter der Voraussetzung 3.1 (a) sei q: I — Q eine C'-Kurve und

Wia1) = [ Lit.a().a()dr.

Ferner sei h : Q — Q ein Diffeomorphismus und ¢ — (ho q)(¢t) = h(q(?))
die Bildkurve von q unter h. Das Wirkungsintegral W heifit invariant unter
h, wenn

W(aq,I) = W(hoaq,I) firjede C'Kurve q:I — Q.
Dies ist dquivalent zur Invarianz der Lagrange—Funktion unter h,
(#) L{t,q,v) = L(t,h(q),(dh)(q) -v) fir (tq) €2 und vEeR™.

Denn die Invarianz impliziert fiir die Kurve q(t) = qq + (t — to)vo auf dem
Intervall I = [to,1]

t
fL(T,qO+(T_tO)v07V0)dT = W(qyl) = W(hoq71)
to
t

= f L(T, l’l(qO -+ (T — t())V())7 dh(qo -+ (T — t())V()) . V()) dT,

to
woraus durch Ableiten nach der oberen Grenze an der Stelle ¢t = to folgt, dass
L(to, o> VO) = L(to, h(q0)7 dh(Qo) : VO)'

Umgekehrt ergibt sich aus der Invarianz der Lagrange—Funktion unmittelbar
die Invarianz des Wirkungsintegrals.

Ist L invariant unter h, so ist die Bildkurve jeder Extremalen unter h wieder
eine Extremale, vgl. 1.3 (c).
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(b) Unter einer Symmetrie eines mechanischen Systems von N freien Massen-
punkten in Q = R*Y mit Ortsvektoren di,...,dy verstehen wir die Invarianz
des Wirkungsintegrals VYV unter der Wirkung einer Untergruppe der Bewegungs-
gruppe. Symmetrie beziiglich einer festen Achse bedeutet beispielsweise Invari-
anz von W unter den C*°—Diffeomorphismen

hs : (qlf“'qu) = (ﬂs(ql)w‘wﬂs(qN))

fiir alle Drehungen 95 um diese Achse mit Drehwinkel s. Translationssymmetrie
in Richtung a # 0 bedeutet Invarianz von W unter den Transformationen

hy : (q;,..,ay) — (ai +sa,...,qy +sa).

Beidesmal handelt es sich um Symmetrien, die durch eine Einparametergruppe
{h; | s € R} von Diffeomorphismen gegeben sind, d.h. es gilt

h5+t = hSOht = htOhs fiir S,tEIR,, hOI]lQO.

Bei Kugelsymmetrie liegt Invarianz von W unter der Wirkung der vollen Dreh-
gruppe SOg3 vor; diese kann durch drei Parameter beschrieben werden. Allge-
mein lésst sich die Wirkung einer Untergruppe der Bewegungsgruppe auf die
von Einparametergruppen zuriickfiihren.

(c¢) Fiir zeitunabhéngige Lagrange-Funktionen L(q, v) schlieflen wir in 3.3 aus
der Invarianz unter einer Einparametergruppe {h, | s € R} von Bewegungen
auf ein erstes Integral der EG; fiir diesen Schluss ist jedoch die Invarianz unter
der vollen Gruppe nicht nétig und in einer Reihe von weiteren Anwendungen
auch nicht gegeben. Es geniigt, die Invarianz unter einer Schar {h, | |s| < 1}
von Diffeomorphismen h : Q@ — Q mit hg = Lo zu verlangen, fiir die hs(q)
beziiglich s und q C?-differenzierbar ist.

3.3 Der Satz von Noether fiir reine Raumtransformationen

Wir betrachten die Schar {h; | |s| < 1}

von Diffeomorphismen hg : Q — Q ei- 92 4

nes Gebiets Q@ C R™, von der wir fol- h,oq

gendes voraussetzen:

(i) ho =1g,

(i) (s,9) — hs(q) ist C*~differenzier-

bar fiir [s| < 1, q € Q. n

Der infinitesimale Erzeuger dieser

Schar ist das Vektorfeld n: Q — R™, a
Oh,

\ 4

a— @ = Z-@] - "
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Ferner betrachten wir eine zeitunabhéngige und elliptische Lagrange-Funktion
L(q,v) auf Qp =Q x R™ mit dem Wirkungsintegral

W(q,I) = fL(q, §)dt fir C'-Kurven q: I — Q.
T

Nach 3.2 (a) ist die Invarianz des Wirkungsintegrals unter der Schar hy, d.h.
W(hsoq,I) = W(q,I) fir alle C'~Kurven q: I — Q,
dquivalent zur Invarianz der Lagrange-Funktion unter dieser Schar, d.h.

L(hs(q),dhs(q) - v) = L(q,v) fir (q,v) € 2xR"™, [s|<1.

SATZ (Emmy NOETHER 1918). Ist L invariant unter der Schar hs, so ist
F(q,v) = Lv(q,v)n(a)
ein erstes Integral der Euler—Gleichungen und

G(a,p) = (p,n(q))

eine ErhaltungsgrifSe, d.h. ein erstes Integral der Hamilton—Gleichungen.

BEMERKUNG. Fiir die erste Behauptung wird die Elliptizitdt von L nicht beno-
tigt, wie sich aus dem Beweis ergibt. Die Korrespondenz 3.1 (b) zwischen ersten
Integralen der EG und Erhaltungsgrofien stiitzt sich dagegen auf die Durchfiihr-
barkeit der Legendre—Transformation.

BEWEIS.
Fiir alle C'-Kurven t — q(t) in Q gilt

() o (4 ha(a)

s=0 dt

denn fiir h(s,q) :=hs(q) gilt nach H. A. Schwarz

% (%hs( ) Os Z (S a(t)) 4x(*)
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Wir betrachten eine Lésung q : I = [t1,t2] — Q der Euler-Gleichungen. Fiir
q, = h, oq folgt dann aus der Invarianz von W, dem Satz iiber Parameterin-
tegrale unter Beriicksichtigung von hy = 1o und von (x)

d 2

d o = g P e(al), naate)

O = %W(qs7‘[)

5=0

= f{L (a4, (), 4, (1) G2 (a(t)) + Ly (a,(8), &.(8) 55 g hs(a(t) } de|

© F{La(al), a®) - n(a®) + Lo (a(®), a() Sn(a(®)) dt.

Durch partielle Integration folgt fiir alle ¢1,¢2 € R mit Hilfe der EG

ta

0 = [Lo(a®.a®) - n(a®)]

= F(a(t2),4(t2)) — F(a(t1), 4(t1)) -

t1

Dass G eine ErhaltungsgroBe ist folgt aus 3.1 (b) und
F(a,v) = (VWi(q,v),n(q)) = G(a, VvL(q,V)). o

3.4 Anwendungen des Noetherschen Satzes in der Mechanik

Wir betrachten ein System von N freien Massenpunkten unter dem Einfluss ei-
nes Potentials U. Zweckméfligerweise bezeichnen wir Masse, Ort und Geschwin-
digkeit des k-ten Massenpunkts mit myg, q;, vy und die Lagrange-Funktion in
Abhingigkeit von q = (q,...,4qy), V= (Vi,...,vN) mit

1 X 2

Die Lagrange—Funktion L ist elliptisch, und es gilt
VivL(q,v) = (mivi,...,mnNVN).

Lassen wir die Bewegung x +— ¢ + Dx mit D € SOs auf jeden Massenpunkt
wirken, so erhalten wir eine Transformation

h:q:(q17"’7ql\]) = (C+Dq17"'7c+DqN)7
deren Ableitung durch die ortsunabhingige lineare Abbildung
dh:v=(vi,...,vN) — (Dvi,...,Dvy)

gegeben ist. Wegen ||Dvy| = ||vi]| folgt

L(h(q),dh(q)v) = 3 ka”VkH U(h(a))-
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Somit ist das Wirkungsintegral genau dann invariant unter h, wenn das Poten-
tial U invariant unter h ist, d.h. wenn der Definitionsbereich 2 von U durch h
auf sich abgebildet wird, und wenn U(h(q)) = U(q) fiir alle q € 2 gilt.

(a) Translationsinvarianz und Impulserhaltung. Wir betrachten die Wirkung
der Translationen x — x+ sa mit [la]| =1 auf das System, also

h::q=(q;,...,ay) — (q; +sa,...,qy +sa).

Die hs bilden eine Einparametergruppe mit dem infinitesimalen Erzeuger

Gilt U(q, +sa,...,qy +sa) = U(qy,...,qy) fir (q;,...,qy) € @ und
|s| <1, so erhalten wir ein erstes Integral der EG durch

Ly(aq,v) -n(q) = élmk@’kv@ = <émkvk:a>7

das ist die Komponente des Gesamtimpulses in Richtung a.

(b) Rotationsinvarianz und Erhaltung des Drehimpulses. Sei B = (u1,uz, us)
eine ONB des R? und y = (x)5 der Koordinatenvektor von x € R?® beziiglich
B, also yr = (ug,x) (k = 1,2, 3). Die Drehung ¥, mit Drehachse Span {u; } und
Drehwinkel s hat beziiglich B die Matrix

1 0 0
Mp(9s) = 0 coss —sins |,

0 sins coss
also gilt mit yr = (x, ug)
Ys(x) = y1ur + (y2coss — yssin s)uz + (y2 sin s + ys3 cos s)us .

Mit dem GraBmannschen Entwicklungssatz (vgl. Bd. 1, §6:3.4(c)) und wegen
u2 X uz = u; folgt

d

s —y3uz + yous = (uz,x)us — (u3,X)uz

s (x)

s=0

= (U2 Xu3z) Xx = us Xx.
Die Wirkung der Drehgruppe {9s | s € R} auf das System, gegeben durch
hS ‘q= (qlv" 7qN) = (05((11)7' . 71‘95(qN))7
besitzt also den infinitesimalen Erzeuger

n(a) = (Wxqy,...,u1xdy).
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Bei Rotationssymmetrie beziiglich der Achse Span {u;} (nach dem Vorangehen-
den &dquivalent zu U(hs(q)) = U(q) fiir alle q und alle s € R) ergibt sich also
die Erhaltungsgrofie

N

(Prou1 X Qg)gs = D (U1, 4y X Py)gs
1 k=1

M=

(P;n(Q)gsn =

ol
Il

M=

= <u17 q X pk>]R3 )

k=1

das ist die Projektion des Gesamtdrehimpulses auf die Achse Span {u;}.

(c) Wechselwirkungspotentiale

Ul --an) = >, Vg —al)

1<i<k<N

mit einer C2?-Funktion V : Rso — R sind definiert auf dem Gebiet Q =
{(a1,---,9n) | ll9;—q,ll > 0 fiir ¢ # k}. Da Bewegungen abstandstreu sind, ist
U invariant unter der vollen Bewegungsgruppe. Somit sind der Gesamtimpuls
und der Gesamtdrehimpuls Erhaltungsgrofien.

(d) Sei U(q) = Ulq1,q2,93) := V(r) mit einer C*~Funktion V(r) fiir
r = +/¢? + ¢2 > 0. Geben Sie alle Erhaltungsgréfien fiir ein Teilchen der Masse
m unter dem Einfluss des Potentials U an. Beispiel: Fiir einen in der gs—Achse
liegenden unendlich langen, elektrisch geladenen Draht ist V (r) proportional zu
logr.

3.5 Der Noethersche Satz fiir Raum—Zeit—Transformationen

(a) Wir betrachten eine Schar {h; | |s| < 1} von Diffeomorphismen eines Ge-
biets Qo = R xQ C R™"! im ¢, g-Raum, die wir Raum-Zeit-Transformationen
nennen. Wir schreiben

hS : QU - QO? (t7 q) = hS(taq) = (Ts(taq)7Qs(taq))7
und setzen voraus:
(i) ho=1gq,, dh. To(t,q) =t Qu(t,q) =q,
(i) (s,t,q) — hs(t,q) ist C2-differenzierbar.

Unter dem infinitesimalen Erzeuger dieser Diffeomorphismenschar verstehen
wir das Vektorfeld (£, n) auf Qo mit

) = (50 Fa)

0 T o (t,a)

Wir betrachten eine C'~Kurve q : I — Q auf einem kompakten Intervall I und
deren Graphen I'(q) = {(¢,q(t)) | t € I} C Qo. Die Bildmenge von I'(q) unter
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hs : Qo — Qo lisst sich fiir |s| < 1 als Graph einer C*~Kurve q, : L. = Qo
darstellen. Denn es gilt hs(t,q(t)) = (7s(t), Qs(t)) mit

T(t) = Ts(t,a®), Qs(t) = Q(ta(?)).

Wegen To(t) = t, To(t) = 1 gilt auch 75 > 0 auf I fiir |s| < 1, so dass T, eine
C!'~Umkehrung 7,7% : I, — I mit I, := 7T.(I) besitzt. Setzen wir

q.(t) == Q0T ' (t) fiir tel, = T.(I),

soist D(q,) = {(T:(), Qu(1) | t € I} = ho(D(q)) fiir [s| < 1.

Die in 3.3 gezeigte Figur kann im Fall |s| < 1 auch fiir die hier betrachtete
Situation verwendet werden, wenn die beiden Kurven im Bild durch die Graphen
von q und q ersetzt werden.

Ein mechanisches System mit der Lagrange-Funktion L : ¢y x R™ — R
bzw. der Hamilton—Funktion H : Q¢ x R™ — R, heifit invariant unter der
Diffeomorphismenschar {h; | |s| < 1}, wenn

W(a,,Is) = W(q,I) fiir jede C'~Kurve q:I — Q und |s| < 1.

SATZ. Fiir ein unter der Schar {hs | |s| < 1} invariantes System liefert
F(tv q, V) = LV(t7 q, V) ) ’7(75, q) - S(tv q) : (Lv(tz q, V) "V — L(t7 q, V))

ein erstes Integral der EG fir L.

Wegen der vorausgesetzten Elliptizitdat von L ist durch

G(t,a,p) = (p,n(t,q)) —&(t,q) - H(t,q,p)

eine Erhaltungsgrifie gegeben.

(b) Vor dem Beweis erldutern wir die Definition des Invarianzbegriffs am Bei-
spiel der Zeittranslationen hs(¢,q) = (t + s,q). Die Transformation h, bildet
den Graph jeder Kurve q: I — Q ab auf

{t+s,a®) [tel} = {(tat—s) |tel+s},
somit ist Iy =1+ s und q,(t) = q(t —s). Wegen

W(qs7ls) = f L(t7q(t78)7Q(tis))dt = fL(t+37q(t)7él(t))dt
I+s I

bedeutet die Invarianz unter den Zeittranslationen hg, dass

JLt+s,at),a(t)dt = W(a,,I.) = W(a,I) = [L(t,qt),q(t)) dt
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fiir jede Kurve q: I — Q. Durch Ableitung beider Integrale nach der oberen
Grenze folgt

L(t+s,q,v) = L(t,q,v) fir s,teR, qeQ, veR™,

also die Unabhéngigkeit von L von der Zeit und damit die Erhaltung der Ge-
samtenergie.

(¢) BEWEIS.

Wir fithren den Satz (a) auf den Satz 3.3 von Noether fiir reine Raumtransfor-
mationen zuriick. Hierzu fassen wir die Zeitkoordinate als nullte Ortskoordinate
auf und schreiben

*

qa’ = (go,q1,---,qm) statt (t,q) = (t,q1,...,qm).

Ferner verwandeln wir das Wirkungsintegral per Substitution in ein Variations-
integral, welches die Anwendung des Satzes 3.3 gestattet.

Sei qo:I — J eine bijektive C'~Funktion mit ¢o >0 und u:.J — Q eine
C!'~Kurve. Dann gilt nach der Substitutionsregel

JLtu),a)dt = [ Lg(t), ulao(?)), a(go(t))) - do(t) dt
J I

7 () - o)t

= [ L(qo(t), u(qo(t)),
— [ L (v(), () de

mit v(¢) = (go(t),u(qo(t))) € Qo und dem fiir q* = (go,.-.,qgm) = (g0, q) € Qo

und v* = (vo,...,Um) = (vo,V) € R>o x R™ definierten Integranden
* * * v Um 1
(0) L(q,V) = L(q07"'7qm7717"'7 )'UU = L(q()?qaiv)'vo-
Vo Vo Vo

Bezeichnen wir das zu L™ gehorige Variationsfunktional mit W*| so gilt also
(1) W(u7 J) = W*(V7I) fiir V(t) = (qo(t),u(qo(t))), J = qO(I)7 (10 >0.

Fiir eine gegebene C'~Kurve q : I — Q wenden wir (1) auf zwei Fille an:

(i) Fir q(t) =t, u:=q, J=1 wird v(t) = (¢t,q(¢)) und L*(v(t),v(t)) =
L(t,q(t),q(t)); daher ergibt sich mit q*(¢) := v(t) = (¢, q(t))

(2) Wl 1) = Wi(a",I).
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(ii) Mit den Bezeichnungen (a) setzen wir ¢o := 75, J := I, u := q,
Q.07 Dannwird v(t) = (T.(). @,(1)) = hy(q" (1) mit q (1) = (t. (1))
und es gilt W(u,J) = W(q,, ;). Daher erhalten wir aus (1), (2) und der
Invarianz von W unter der Schar {h; ||s| < 1} fiir q}(¢) := (7:(t), Qs(t))

@) wWiq, 1) ¥ L) = W(a,I) 2 w(a', 1) fir |s|<1.

s

W(q

s

Nach dem Noetherschen Satz 3.3 und der Bemerkung dazu erhalten wir daher
ein erstes Integral der EG fiir L™ durch

by = Lie(@ v E@)n(a).

(4) F(q,v) = Lv*(q7v) s s—0

(d) Wir zeigen nun: Genau dann ist ¢t — q(t) eine Losung der EG fiir L, wenn
t— q*(t) = (t,q(t)) eine Losung der EG fiir L* ist. Gleichzeitig berechnen wir
L}«. Nach Definition von L* ergeben sich folgende partielle Ableitungen:

L;o (q*v"*) = Lt(q07q7 %V) * Vo,

L;k(q*v‘/*) = qu(qqu, %V)‘UO (k:17"'7m)7

Lzo(q*vv)k) = L(qovq7 %V) Lv(q07q7iv)'v7

sz(q*7V*) = ka(q07q, %V) (k = 17 s 7m) .

Setzen wir fiir eine C*~Kurve ¢ — q(t) in Q

a’(t)=(tal), E@):= % [Le(t,a(t),a(t)] — La(t,a(t), a())

so erhalten wir mit go(t) = ¢, vo(t) =1
* * o % _ d 1 _ i i ) - O
Gha@ @ ®) = 5 (Laa @) = - Lelo.a,-4) - a)
= Li(t,q(t),a(t)) — E(t) 4(t)
= Lg(q"(t),a(t)) — E(t) a(t),
und fiir k = 1,...,m mit der k~ten Komponente Fj(t) von E(t)
d I

@ wm)=1

- [Lui(ta(t),at)] = Be(t) + Lo, (@™ (£), 4" (1) -

Dabher erfiillt q* genau dann die EG fiir L*, wenn E(t) =0 in [ gilt.
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Nach (4) folgt mit den Formeln fiir L}, , Ly, die Konstanz von

&(t,a(t) (Lt a(t),a(t)) — Lv(t,a(t),a(t)) - a(t))
+ Lv(t,q(t),q4(t)) - n(t a(t))

langs jeder Losung ¢ — q(t) der EG fiir L.

Die F' entsprechende Erhaltungsgrofie G ergibt sich im Fall der Elliptizitéit von
L aus 3.1 (b). O

(e) BEMERKUNG. Der Integrand L* ist nicht elliptisch, auch dann nicht, wenn
L elliptisch ist. Wie unter 3.3 angemerkt wurde, ergibt sich das erste Integral
(4) der EG fiir L™ auch ohne die Voraussetzung der Elliptizitét.

Das Variationsintegral W* gehort zur fiir die Optik und die Differentialgeo-
metrie wichtigen Klasse der parametrischen Variationsintegrale, die wir in §5
behandeln.

4 Die Jacobi—-Methode zur Loésung der Hamilton—Gleichungen

4.1 Das Wellenbild der Mechanik

(a) Die Jacobi-Methode geht aus von der Wellengleichung der Mechanik,
der Hamilton—Jacobi—Gleichung

(HIG) 2+ H(t,q,VaS) = 0,

um mittels einer ,,vollstdndigen“ Losung dieser Gleichung die Hamilton—Glei-
chungen

(HG) C.l = VPH(ta q, p) ) p = _VqH(t, q, p)

zu integrieren. Bevor wir diese Methode beschreiben, skizzieren wir die geo-
metrischen Vorstellungen, welche hinter der Hamilton—Jacobi—Gleichung stehen
und gehen auf die Bedeutung der Wirkungsfunktion S ein. Niheres hierzu
finden Sie in [6, 1I] Ch. 9, [12] Ch.9 und [16] Ch. 2.

Ausgangspunkt sind die Arbeiten von HAMILTON zur geometrischen Optik aus
den Jahren 1824 bis 1833, in denen Strahlen und Wellenfronten aufeinander
zuriickgefithrt werden. Wir skizzieren die Grundidee fiir Strahlen, die von einer
punktformigen Lichtquelle ausgehen. Diese sind durch das Fermat—Prinzip ge-
kennzeichnet. Wird auf jedem dieser Strahlen der Punkt markiert, an dem das
Fermatsche Laufzeitintegral, von der Lichtquelle aus genommen, einen festen
Wert annimmt, so entsteht eine Wellenfront. Die Wellenfronten sind die Ni-
veauflichen einer Funktion S = S(q), die der Eikonalgleichung H(q, V4S) = 1
geniigt. Die Lichtstrahlen durchsetzen die Wellenfronten orthogonal bzw. im
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nichtisotropen Fall transversal. Auf Einzelheiten, insbesondere die Definition
der Hamilton—Funktion in der Optik, gehen wir in § 5 ein.

Die Ubertragung dieses Konzepts auf die Mechanik (HAMILTON 1833 und 1834,
JAacoBI 1838) lésst sich wie folgt skizzieren. An die Stelle der Lichtstrahlen tre-
ten Bahnen t — (t,q(t)) eines mechanischen Systems im ¢, g—Raum, gekenn-
zeichnet durch das Hamilton—Prinzip der stationdren Wirkung. Wir betrachten
zunéchst ein Biindel solcher Bahnen, die durch einen festen Punkt (to,q,) ge-
hen (stigmatisches Biindel). Gibt es zu jedem Punkt (¢,q) mit ¢ # to genau eine
Extremale Q mit Q(to) = qq, Q(t) = q, so ist das Wirkungsintegral

J L(5,Q(s), Q(s)) ds

to

eine Funktion von (¢,q), die Hamiltonsche Prinzipalfunktion oder Wir-
kungsfunktion S(t,q) des Biindels der Bahnen durch (to,qy)-

Wir zeigen, dass diese Prinzipalfunktion die Hamilton—Jacobi—Gleichung erfiillt,
indem wir Transversalitdtsbedingungen zwischen den Niveauflichen und den
Bahnen herleiten. Diese Transversalititsbedingungen legte Jacobi einem allge-
meineren Konzept von Extremalenbiindeln zugrunde, fiir welche Wirkungsfron-
ten {S = const} existieren und die nicht stigmatisch sein miissen. Auch im
allgemeinen Fall steuert S(t¢,q) die Ausbreitung der Wirkungsfronten allein da-
durch, dass sie die Hamilton—Jacobi—-Gleichung HJG erfiillt, welche daher zu
Recht die Wellengleichung der Mechanik genannt wird.

(b) Die Hamiltonsche Prinzipalfunktion. Unter den Voraussetzungen und
Bezeichnungen 3.1 fixieren wir einen Punkt (to,q,) in Qo = R x Q. Die durch
diesen Punkt gehenden Bahnen geniigen den HG, dementsprechend notieren wir
das Wirkungsintegral Wy auf [to,t] in der Form

Wer(ap, [to,t]) = [ {(p(s),a(s)) — H(s,a(s), p(s)) } ds.

vgl. 2.1(c). Weiter nehmen wir an, dass es zu jedem Punkt (¢,q) mit ¢t > to
genau eine Losung

5= (Q(5): P(s)) = (Quq(5):Prals)) = (Q(s:t,q),P(s,1,q))

der HG gibt mit Q(to) = qy, Q(t) =q, und dass Q(s,t,q), P(s,t,q) beziig-
lich aller m +2 Variablen C2-differenzierbar sind. Diese Voraussetzungen lassen
sich durch Einschrinkung auf Teilgebiete von Qg realisieren, vgl. §3:3.4 (b).
Dann ist durch

t

S(t,q) = f {<Pt,q(s), Qt7q(s)> — H(5,Q; 4(5), Pta(s }ds

to



4 Die Jacobi-Methode zur Lésung der Hamilton—Gleichungen 113

fiir ¢ > to ein mittels des Wirkungsintegrals gemessener Abstand der Punkte
(to,qg), (t,q) definiert.

SATz. Die Prinzipalfunktion S ist C2-differenzierbar, und es gilt

oS

o —(t,q) = —H(t,q,p), V4S(t,q) = p mit p := P(tt,q).

Daraus folgt unmittelbar die Hamilton—Jacobi-Gleichung HJG.

BEWEIS.

Wir verwenden die Abkiirzungen * fiir 8/9s, ' fiir 9/9¢ und lassen bei Bedarf
die Argumente weg. Die HG fiir s — (Q(s,t,q),P(s,t,q)) notieren wir in der
Kurzform

: OH : OH
1 ;= ., P o= - i=1,...,m).
1 @ o 94, (i m)

Aus den Randbedingungen Q(to,t,q) = qy, Q(t,t,q) =q folgt

0Q;
to,t,q) = 0,
8qk(o Q)

(2) Q;(t07t7q) = O:

0Q;

(3)  Qi(t,t,q)+Qi(t,t,q) =0, B, (t,t,a) = Sik-

Bei der Bestimmung der partiellen Ableitungen des Parameterintegrals

t m

S(tvq) = f{zpi(s,t,q)Qi(s,t,q)—H(s,Q(s,t,q),P(s,t,q))}ds

to =1

mit variabler oberer Grenze lassen wir der Ubersichtlichkeit halber die Argu-
mente fort. Es ergibt sich (vgl. Bd.2, §6:3.7)

oS m .
E(RQ) = (;Pz‘Qi - H)|s:t

+ f{ZP Ot P - 30280 - 3 $gmeryas,

=1 =1 i=1 =

. m m
0Q; OH 0Q; OH OP;
an o I{ZB%QZ—"_ZPZO% _i:la‘h‘ aqy, _;Tpiaqk}dS.

—~

s

Q

=
I
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Nach Einsetzen der Hamilton—Gleichungen (1) ergibt sich unter Beachtung von
(2) und (3)

oS

b = (iPiQi_H) T ff:(PQz—&-PQ)
i=1 to i=1
= (iPiQﬁHﬂ fdiijQ;ds
= (LR -1, + SPQIT, = ~H(.a.p),

as t m 90 80, 00, t 00,
G = [ (s R e = A SR
0? i=

(2)£(S) Pk(t7 t? q) = Pk - o

U aQ s=t
— X i
= Y P9
i=1

s=tg

BEMERKUNG. Fassen wir das Wirkungsintegral als Funktion beider Endpunkte
(to,qg), (t,q) auf, so ergibt sich fiir die Wirkungsfunktion S(to,qy,t,q) hieraus

unmittelbar mit p := P(¢, (to,qy), (t,4)), Py := P(to, (to,qy), (t,4))

a8
E(tquo»EQ) = _H(t7q> p)7 Vqs(tqumt»Q) =P,

a8
Tto(t()?qO?t?q) = H(t03q07p0)’ VQOS(t07q07t7q) = —Po-

(¢) Transversalititsbedingung und Hamilton—Jacobi—Gleichung

Durch die Hamiltonsche Konstruktion q 4
in (b) wurde eine Funktion S gefunden,
mit deren Hilfe sich Fronten gleicher
Wirkung {S = const} definieren lassen.

Wir wollen nun Entsprechendes fiir all-
gemeinere Biindel von Bahnen durch-
fithren, die nicht notwendig durch einen
Punkt laufen.

Hierzu betrachten wir ein Biindel von {S=01} {S=o02} {S=o03}
Bahnen mit der Eigenschaft, dass durch f >
jeden Punkt (¢, q) genau eine Bahn s — to t

(s,Q(s)) mit (¢, Q(t)) = (t,q) geht, und dass eine Funktion S = S(¢, q) existiert
mit
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o5 a4

(T) a(@ q) = _H(tacb p)

VaS(t,a) = p,
wobei p = P(t) der Impulsvektor der
durch den Punkt (¢, q) laufenden Bahn

ist. Wir stellen jetzt also die in (b) ab-
geleiteten Beziehungen an die Spitze.

Fiir jede Bahn des Biindels folgt dann (S=o1} {S=o02} {S=o03)
aus (T) >

g
4 [st.Qm)] = 2 .Q0) + (Vas, Q). Q)

—H(t,Q(t),P(1) + (P(t),Q(1)).

Fiir das Wirkungsintegral zwischen Zeitpunkten ¢; und ts ergibt sich daher

Wir(Q, P, [t1,t2])

[LP @), Qm) - Ht Q). P(0)} dt

ta

= [ &[St Q)] dt = S(t2, Q(t2)) — S(t1, Q(t)) -

t1

Diese Beziehung besagt, dass jede Bahn des Biindels zwischen zwei Niveau-
flichen {S = o1} und {S = o2} die gleiche Wirkungsdifferenz oo — o1 auf-
weist, ganz analog zur Situation in (a). Wir nennen daher die Niveaufldchen
{S = const} die Wirkungsfronten, die Funktion S die Wirkungsfunktion
des Bahnbiindels. Die Beziehungen (T) legen die Lage der Bahnen und Fronten
zueinander fest, wir bezeichnen sie als Transversalititsbedingungen des me-
chanischen Systems. Funktionen S, die zu solchen Bahnbiindeln gehéren, sind
charakterisiert durch die Hamilton—Jacobi—Gleichung

(HIG) P (1a) + H(t,q, VaS(t.a) = 0, kuz 0 4 H(t,q,Vas) = 0.

ot
(d) Jede Schar von Bahnen, die gewissen Integrabilititsbedingungen geniigen,
besitzt (bis auf additive Konstanten) genau eine durch die Transversalitéitsbe-
dingung (T) festgelegte Wirkungsfunktion (vgl. §3:3.2). Umgekehrt zeigt die
Jacobische Methode in 4.2, dass jede Losung der Hamilton—Jacobi-Gleichung
genau ein Biindel von Bahnen mit (T) festlegt.

Das Teilchenbild und das Wellenbild der Mechanik sind in diesem Sinne &qui-
valent.
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Wir miissen uns aus Platzgriinden auf diese skizzenhafte Schilderung der Theo-
rie beschrianken und verweisen Interessierte auf die Literatur, insbesondere auf
[6, II] Ch.9, 2. Fiir die geometrische Optik wird das entsprechende Teilchen—
und Wellenbild in §5 behandelt.

(e) Die Hamilton—Jacobi-Gleichung steht in Analogie zur Schrédinger—Glei-

chung der Quantenmechanik. Die HJG als Wellengleichung eines mechanischen

Systems
as

E =+ H(t,x,

os o5
ox1’ 7 Oxm

geht durch die formale Ersetzungsvorschrift

oS h 0 oS h 0
s =2 = 7 s =
(9t 7 6t ’ 8mk 7 8mk

) =0,

iiber in die Wellengleichung eines entsprechenden quantenmechanischen Sy-
stems, in die Schrédinger—Gleichung
h o ( h 0 h 0

i Ox1’ i Oz,

Jv = 0.

(f) AUFGABE.
Betrachten Sie fiir den harmonischen Oszillator mit der Hamilton—Funktion

H(q,p) = %(p2+w2q2)

das Biindel der durch den Nullpunkt laufenden Extremalen s — ¢ - sinws, und
geben Sie fiir dieses die Hamiltonsche Prinzipalfunktion S(¢, q) fiir 0 < ¢t < 7/w,
g € R an.

4.2 Die Methode von Jacobi

(a) Eine vollstindige Losung der Hamilton—Jacobi—Gleichung ist defi-
niert als eine Schar von Losungen Sa : (¢,q) — S(¢,q,a) der HIG

oS

— + H(t,q,VqS) = 0

8t + ( »q, q )
mit den Eigenschaften: S(t,q,a) ist C?~differenzierbar fiir (t,q) € Q und a =
(aiy...,am) aus einem Parametergebiet A C R™, und es gilt

8%s
det 0 f QxA.
(*) e (aqi 8%) #0 au X
Auf Verfahren zur Herstellung einer vollsténdigen Losung gehen wir in (b) ein;
zunéchst beschreiben wir die auf einer gegebenen vollstédndigen Ldsung basie-
rende Methode zur Lésung der Hamilton-Gleichungen in 2.1 (b).
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Zu gegebenen Parametersiitzen a € A, b = (b1,...,b,) bestimmen wir eine
C'-Auflésung der Gleichung VaS(t,q,a) = b nach q:

(1) Vas(t7 q, a) =b — q= Q(t7 a, b) .

(Dies ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen in einer Umgebung jedes
Datensatzes (to, qq, a0, bo) mit bg = VaS(to, qy, a0) moglich.) Dann setzen wir

(2) P(t,a,b) := VqS(tQ(t,a,b),a).

SATZ (JACOBI 1837). Fiir jeden Satz a,b wvon Parametern mit (1) liefern
qt) := Q(t,a,b),  p(t) := P(t,ab)
Losungen der Hamilton—Gleichungen.

Ein Losungspaar t+— (q(t),p(t)) der (HG) mit vorgegebenen Anfangswerten
q(to) = qg, p(to) = py ergibt sich dabei durch

q(t) = Q(t73‘07b0)7 p(t) = P(t7aovb0)7

falls die Gleichung VgS(to,qq,a0) = p, eine Losung ag besitzt und bo :=
VaS(to, g, a0) gesetzt wird. Letzteres folgt unmittelbar aus (1) und (2).

BEMERKUNGEN. (i) Bei festem a liefert (1) das Biindel der Bahnen ¢ +—
(t,q(t)) mit Wirkungsfunktion Sa, vgl. 4.1 (c). Die einzelnen Bahnkurven des
Biindels ergeben sich je nach Wahl von b.

(ii) Die praktische Anwendbarkeit des Jacobischen Verfahrens beruht auf der
Moglichkeit, in wichtigen Fillen eine vollstdndige Losung der HJG durch Se-
parationsansitze zu finden, siche (b). Als Beispiel behandeln wir in 4.3 das
eingeschrinkte Dreikoérperproblem.

(iii) Die der Jacobischen Methode zugrundeliegende Idee ldsst sich mit dem
Konzept der kanonischen Transformationen verdeutlichen, siehe [6, IT] Ch. 9, 3.3.

BEWEIS.

Wir lassen der Ubersichtlichkeit halber die Argumente groBtenteils weg. Aus
der HIG 25 + H(t,q,VqS) = 0 fir S = S(t,q,a) folgt durch partielle
Differentiation nach den a; und den g

%8 oH 9?8

(3) Oa; Ot + 8 ap; (0@ Val)- Oa; Oqy =9

S
(4) i+ a (tq,VS *Zap] 8%8% =0
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Aus (1) und (2) folgt fiir q(t) = Q(¢,a,b), p(t) = P(¢,a,b)

6) > (hat.a) = b,

(6) opr(t) = T%(taQ(t)aa)~

Ableiten von (5) nach ¢t liefert

(7) 8t8a1 Zaqk o, M = 0.

Daraus ergibt sich mit (3), (6) nach Vertauschen der zweiten Ableitungen

k=

Dieses Gleichungssystem fiir die in Klammern stehenden Ausdriicke hat wegen
(*) nur die triviale Losung. Es folgt die erste Gruppe der HG 2.1 (b)

Ableiten von (6) nach ¢ liefert unter Beriicksichtigung von (8) und (4)

Z Gepr () = ~5o(t.a(t).p(1)

pr(t) = 8t8qk

das ist die zweite Gruppe der HG 2.1 (b). O

(b) Separation der Hamilton—Jacobi—Gleichung. In einer Reihe von Fil-
len lésst sich eine vollstdndige Losung der HJG durch Loésung impliziter Glei-
chungen f(z,¢) = ¢ und durch Berechnung von Integralen gewinnen. Dies
ergibt sich aus dem Separationsansatz

S(t7Q) = S(t,(h,v--,(Im) = So Zsk Qk

Entscheidende Voraussetzung fiir den Erfolg eines solchen Ansatzes ist die Wahl
geeigneter, der Geometrie des Problems angepasster Koordinaten.

Héngt die Hamilton—Funktion nicht explizit on ¢ ab, so ldsst sich der Zeitanteil
von S durch den Ansatz

S(t,q) = —Et+W(q)
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abseparieren; W muss dabei die reduzierte Hamilton—Jacobi—Gleichung
H(q, VW) = E

erfiilllen. Fiithrt der Separationsansatz W(qi,...,qm) = S1(q1) + -+ + Sm(gm)

fiir eine Losung W der reduzierten Gleichung auf eine Gleichung der Form

Z (qr, Sk(qr), E) = 0

so ergeben sich die Gleichungen fx(qx,S,(qx), F) = c, mit passenden Kon-
stanten cx. Im Fall m = 2 folgt aus fi(q1,51(q1), E) + f2(q2, S5(q2), E) = 0
beispielsweise die Existenz einer Konstanten a mit

filq, S1(q1), E) = a = —f2(q2,53(q2), E) .

Aus letzteren Gleichungen ergeben sich die Funktionen Si durch Auflésung und
Integration, und wir erhalten eine Losung der HJG in der Form

S(t,q1,q2,a1,a2) = —az-t+ Si(q1,a1,a2) + S2(g2, a1, a2)

mit a1 := a, a2 := E. Nach diesem Muster verfahren wir beim eingeschrankten
Dreikérperproblem 4.3.

4.3 Das eingeschrinkte Dreikérperproblem

Wir skizzieren JACOBIs Integration der

ebenen Bewegung einer Punktmasse m 24
im Gravitationsfeld zweier ortsfester J— m
Massen mq in (—¢,0) und ma < my
in (¢,0), gegeben um 1843 in seinen - -
Konigsberger Vorlesungen. /
mi ma
Mit den Bezeichnungen der Figur er-
halten wir die kinetische und die po- (—¢,0) (g,0) 1
tentielle Energie in kartesischen Koor-

dinaten durch

1
T = ~m (i +i3) U:—Gm(@+@);
2 T1 T2

dabei ist G die Newtonsche Gravitationskonstante.

Bei dieser Koordinatenwahl l&sst sich die Separationsmethode 4.2 (b) nicht an-
wenden. Beachten wir aber, dass im Fall m1 > mo anndhernd eine Ellipsenbahn
mit Brennpunkt in (—¢,0) entsteht und daher r1 + r2 nahezu konstant ist, so
bietet sich die folgende Koordinatenwahl an.
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(a) PBinfiihrung elliptischer Koordinaten. Sei G C R? eine der zwei Halbebenen
{z2 > 0} bzw. {z2 < 0}. Fiir (z1,2z2) € G setzen wir

1 1

(1) q = z(ri1+7r2), g2 = =(ri—r2).
2 2

Aus (z1+¢)? +23 =77 und (z1 —¢)?> 423 =r3 folgt

2 2 2 2 2 2
dexi=ri—1r5, TH=71]—x] — 221 —€",

daraus mit (1)

1 1
0 == ltaa, #= @@,

d.h. (z1,22) € G ist durch (qi1,¢2) eindeutig bestimmt. Aus (1) folgt g1 > ¢,
und aus (2) folgt |g2| < € fiir (z1,22) € G. Somit wird G durch (1) bijektiv auf

B3 Q= {((I17Q2) ‘(h >e, g <5}

abgebildet. Fiir eine C'-Kurve ¢ + (x1(t),z2(t)) und ihre Bildkurve ¢ —
(q1(t), g2(t)) unter (1) folgt aus (2)

. 1 . .
r1 = g(q1q2+qlq2) ,

1 [e2 —q3 . @ -2
ig( Wf}ﬂh* m(h(h .

Daraus ergeben sich die kinetische und die potentielle Energie in elliptischen

Koordinaten

) )
m o/ 2 2 q1 q2
T = — - .
2 (ql q2) (q%_&a +€2_q§> )

Ta

U=-Gm- m + 2 = L anzcge mit
nt+e a-e 2m ¢ — g
(4) e = 2m*>G (m1+ma), c2 = 2m> G (m1 —ma) > 0.

(b) Aufstellung der Hamilton—Funktion. Fiir die Lagrange—Funktion
L(q17 q2,v1, UQ) = T(q17 q2, 1, UQ) - U(qh q2)
ist das Gleichungssystem L., (q1,g2,v1,v2) = px (k= 1,2) dquivalent zu

v = hl(Qz,(h)'Pl; v2 = h2(q27q2)‘P2 mit
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2 2 2 2
q1 — € € — Q2
5 hl q1,q2 = —— 57 h2 q1,q2 = ——F——>57T -
®) (@) m(qi — g3) (0. 0) m(q; — ¢3)

Damit ergibt sich die Hamilton-Funktion

1 cq —c2qe
(6) H(q1,92,p1,p2) = *hl((h,qz)pl + hz(ql,qz)pz - ===
2m a5 — 45

(¢) Separationsansatz. Die reduzierte Gleichung H(q1,q2, v W,0.W) = E ge-
stattet erst dann die Anwendung der Separationsmethode, wenn wir sie mit
2m - (¢? — ¢3) > 0 multiplizieren. Sie erhiilt dann die Form

(67 — &%) (W)? — cxqn — 2mEqi = (g5 — %) (92W)* — c2q2 — 2mEq; .

Der Separationsansatz W(q1,q2) = S1(q1) + S2(gz2) fiihrt nach 4.2 (b) auf die
Gleichungen

Il
S

(7) (fﬁ - 52) S1(q1)? — c1q1 — 2mEq;

(B) (42 —¢”) Si(g2)” — c2g2 —2mEq; = a

mit einer Konstanten a. Fiir die Auflosung dieser formal identischen Gleichungen
nach Si(q1) bzw. S5(gz) ist zu beachten, dass ¢1 > ¢ und |g2| < € in Q gilt; ferner
ist die Auflésung nur mdoglich, wenn

(9) —ciqp —2mEq; < a < —caq2 — 2mEqs .

Diese Gleichung ist fiir alle (¢1,q2) € Q erfiillt, wenn wir £ > 0 und a < 0 so
wéahlen, dass

—c1e — 2mE?%? < a < —cae — 2mE*E? ,

was wegen 0 < ca < ¢1 moglich ist .

Wir fixieren (n1,72) € £ und betrachten unter der Bedingung (9) die folgenden,
von den Parametern a, E abhéngigen Lésungen S; von (7), Sz von (8),

/ \/a—&—cls—l—ZmEsQ

(10) Si(qi.a, E) N
— 6

(11) SQ(q27a7E) 8

4 —c2s —2mE
/\/a c28 2msds
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(d) Ein vollstindiges Integral der Hamilton—Jacobi—Gleichung.

Mit den Bezeichnungen a; := a, a2 := E ergibt sich nach 4.2 (b) durch

(12) S(t,q1,q2,a1,a2) = —ast+ Si(q1,a1,a2) + S2(qz2,a1,a2)

eine Losung der HJG. Mit den Abkiirzungen

(13) wui(s,a1,a2) = \/(32762)(a1+cls+2ma232)

(14) wua2(s,a1,a2) = \/(52 — s82)(—a1 — c28 — 2mags?)

ergibt sich aus (10), (11) und (12)

q1 q2

a8 1 ds ds
1 —(t = = _
(15) Oal( 1,42, @, G2) 2 (/U1(57a17a2) /uz(s,al,az) ) ’
1 n2
q1 5 q2 5
oS s°ds s~ ds
16) — = - - :
(16) das (a1, 42,01, 02) t+m(/u1(57a17a2) /u2(8,a1,a2) )
m n2

Es folgt

2 2 2

dqi Oay, u1(q1, a1, a2) - u2(q2, a1, az)

wegen q1 > € > |gz2|. Also ist S ein vollstédndiges Integral.

(e) Ldsung des Anfangswertproblems fiir die Hamilton—Gleichungen. Wir be-
stimmen gem&f dem Jacobischen Satz 4.2 (a) eine Losung

t — (q(t)7p(t)) = (ql(t)7Q2(t)7pl(t)7p2<t))
der HG mit
q(0) = (m,m) € Q, p(0) = (V1,92) :

(i) Nach 4.2 (a) haben wir a1,a2 so zu wihlen, dass VqS(0,11,72,a1,a2) =
p(0) gilt. Nach (10) und (11) bedeutet dies

a1 +am +2magni = 97 - (7 —€%),
93 (€ —n3).

Wegen n1 > € > |02 ergibt sich a2 durch Addition dieser Gleichungen und aq
dann aus der ersten. Mit den so festgelegten Zahlen a = a1, E = a2 bilden wir
die Funktionen uy,us geméfl (10) und (11), wobei wir beachten, dass (9) fiir

2
—a1 — Can2 — 2mazn;
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q1 = M, g2 = 12 nach den vorangehenden beiden Gleichungen erfiillt ist. Damit
ist auch S nach (12) festgelegt.

(ii) Eine Losung ¢t — q(t) des Anfangswertproblems ergibt sich nach 4.2 (a)
durch Auflésung der Gleichung

Vas(t7 q(t)a a) = Vas((): q(O), a) .
nach q(t). Wegen (15) und (16) besagt diese Gleichung VaS(¢, q(t),a) = 0, also

q1(t) q2(t)

d d
an [ B [y
u1(s, a1, az) ua(s, a1, az)
m n2
q1(t) q2(t)
(18) s%ds _ s%ds _ i
u1(s, a1, a2) uz(s, a1, a2) m
n n2

Diese Gleichungen bestimmen ¢;(¢) und g2(t) eindeutig, allerdings lassen sich
die auftretenden elliptischen Integrale nicht in geschlossener Form angeben. Fiir
die praktische Auswertung der Formeln (17) und (18) kénnen Tafelwerke iiber
elliptische Integrale oder Nédherungsmethoden, z.B. Reihenentwicklungen her-
angezogen werden.

Die Impulse p; (¢) und p2(t) ergeben sich aus p(t) = VqS(t,q(t), a). Wir erhal-

ten

p1(t) _ ul(ql(t)7a17a2) pg(t) _ u2(q2(t)7a17a2).

q(t)?—e2 €2 — qa(t)?
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85 Geometrische Optik und parametrische Variations-
probleme

1 Ubersicht

(a) Inder geometrischen Optik wird die Ausbreitung des Lichts durch zwei dua-
le Bilder beschrieben: Bewegung von Lichtpartikeln 1dngs Strahlen, welche dem
Fermatschen Prinzip geniigen, und Fortschreiten von Wellenfronten nach dem
Huygensschen Prinzip. Beide Bilder sind zueinander dquivalent: Jede Schar von
Wellenfronten bestimmt ein diese transversal durchsetzendes Strahlenbiindel,
und jedes Strahlenbiindel definiert eine Schar von Wellenfronten.

Der mathematische Formalismus, welcher die beiden Bilder verbindet, wurde
um 1830 von HAMILTON entwickelt und spéter auf die Mechanik iibertragen:

Lichtstrahlen geniigen dem Fermat—Prinzip: Fiir jedes hinreichend kleine
Teilstiick C' eines Lichtstrahls ist das Laufzeitintegral

/ ds = / n ds (n = Brechungsindex, c¢= Lichtgeschwindigkeit)
v c
c c

nicht gréfer als das fiir Nachbarbahnen mit gleichen Endpunkten.

Das Fermat—Prinzip fiihrt bei geeigneter Parametrisierung der Lichtstrahlen auf
die Hamilton—Gleichungen

q = VpH(q,p), P = —VqH(q,p)

in den Stetigkeitsbereichen des Brechungsindex n und auf das Brechungsgesetz
auf Flachen, an denen n einen Sprung macht.

Die Wellenfronten lassen sich aulerhalb von Brennpunkten als Niveauflachen
{S = const} einer Funktion S(q) schreiben, welche der Eikonalgleichung

H(q,V5(q)) =1
geniigt.

(b) Ist q: I — R* eine Parametrisierung eines Kurvenstiicks C, so wird das
Laufzeitintegral iiber C' zu einem Variationsintegral

L(q,I) = [L(q,a)ds,

dessen Integrand I — anders als in der Mechanik — nicht elliptisch ist, so
dass die Legendre—Transformation nach dem Muster der Mechanik nicht durch-
gefiihrt werden kann. Jedoch gelingt die Ausfithrung einer modifizierten Legen-
dre-Transformation und damit die Konstruktion der zugehoérigen Hamilton—
Funktion. Fiir ein isotropes Medium mit Brechungsindex n(q) ergibt sich dabei
H(p,q) = c||pl|/n(q) und daher fiir die Eikonalgleichung ||V .S(q)|| = n(q)/c.
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Bei dieser Konstruktion wird davon Gebrauch gemacht, dass L die Homoge-
nitdtseigenschaft L(y,Az) = |A| - L(y,z) fiir A € R hat, die sich aus der
Parameterinvarianz des Wegintegrals iiber C ergibt. Integranden mit dieser Ei-
genschaft heiflen parametrisch. Da solche auch in der Differentialgeometrie
betrachtet werden, behandeln wir in Abschnitt 2 parametrische Probleme un-
abhéngig vom optischen Kontext.

(c) Die geometrische Optik kann als Grenzfall der Theorie elektromagnetischer
Wellen in nicht magnetisierbaren Medien bei hohen Frequenzen aufgefasst wer-
den. Unter geeigneten Annahmen fiithren die Maxwell-Gleichungen auf die Wel-
lengleichung fiir die Komponenten u(x, t) des elektromagnetischen Feldes,

vgl. Bd. 2, §1:2.6 (b). Der Ansatz
u(x,t) = Re {A(x) . eiw(t_s(x))}
liefert eine Losung, wenn A und S die Bedingung

2
L w14

sowie die weitere Bedingung 2(VS, VA)+ AAS = 0 erfiillen [(A] Fiir w — oo
ergibt sich die Eikonalgleichung ||V .S|| =n/c fiir ein isotropes Medium.

2 Parametrische Variationsprobleme
2.1 Parametrische Lagrange—Funktionen
(a) Eine Funktion

L:OxR™—R, (y,z)+— L(y,z)

heiBt parametrisch, wenn sie C2~differenzierbar auf Q x (R™ \ {0}) ist und
die Homogenititsbedingung

(*) L(y,>z) = |M\ L(y,z) fir yeQ,zeR™, AeR

erfiillt. Dabei ist 2 ein Gebiet des R™. Aus den Voraussetzungen folgen die
Stetigkeit von L auf ©Q x R™, die Symmetriebedingung L(y,—2z) = L(y,z)
und L(y,0) = 0. Die partiellen Ableitungen L, (y,0) existieren in der Regel
nicht. Das zugehorige parametrische Variationsintegral bezeichnen wir mit

L(v,I) = Li(v) = [L(v(s),V'(s))ds = [L(v,v')ds,

die Bezeichnung ¢ fiir den Kurvenparameter ist ausgezeichneten (normalen) Pa-
rametrisierungen der Spur von v vorbehalten.
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Beispiele fiir parametrische Lagrange—Funktionen sind

L(y,z) = n(y)-lzll wnd L(y,z) = gix(¥) zi 21 -

2
i,k=1

Das zugehorige Variationsintegral deuten wir im ersten Fall als Laufzeit ldngs
eines Kurvenstiicks in einem isotropen Medium mit Brechungsindex n (¢ = 1
gesetzt); im zweiten Fall liefert es die Bogenléinge eines Kurvenstiicks auf einer
Flache.

(b) SATZ. Eine auf Q x R™ stetige Funktion L erfillt genau dann die Ho-
mogenititsbedingung (x), wenn L(y,—2z) = L(y,z) g¢ilt und wenn fir je zwei
Parametrisierungen v : I — Q, u: J — Q eines beliebigen Kurvenstiicks
C C Q2 das Variationsintegral gleich ist:

L(v,I) = L(u,J).

BEWEIS.

,=—“ Aus (%) folgt L(y,—2z) = L(y,z). Nach Bd.1, §24:1.3 gibt es eine
Parametertransformation, d.h. einen C!'-Diffeomorphismus h : I — J mit
B >0 und v=uoh. Wegen v'(s) =u'(h(s)) h'(s) ergibt sich aus (x) und
der Substitutionsregel

Lv,I) = [L(v(s),v'(s))ds = [L(u(h(s)),w' (h(s)) I'(s))ds

T
= IfL(u(h(s)),u’(h(s))) s)|ds = fL t))dt
= L(u,J).
»=“ Fiir y, € Q, z0 # 0 und A\, e > 0 betrachten wir die Parametrisierungen
v(s) = yo+szo auf I=][0,)\e],
u(t) = yo+ Atzo auf J=][0,¢].

der Strecke {v(s)|s € I}. Wegen der Parameterinvarianz gilt
€ Ae
J L(yo + tAzo, Azo) dt = L(u,J) =L(v,I) = [ L(y, + szo,2o)ds.
0 0

Durch Ableiten nach e an der Stelle e = 0 ergibt sich

L(yg,A2z0) = AL(yq,20) fir (yg,2z0) € Q@ x (R™\{0}), und A >0.
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Wegen der Stetigkeit von L folgt L(y,,0) =0, und aus der Symmetrie von L
in der z—Variablen folgt fiir A < 0

L(yo: Azo) = L(yo;=Mz0) = L(yo,[Az0) = [l L(yo,20). o

2.2 Eigenschaften parametrischer Lagrange—Funktionen

(a) SATZ. Die Ableitungen einer parametrischen Lagrange—Funktion L erfiillen
firy € Q, z # 0 folgende Relationen

(1 L.(y,z)-z = (V:L(y,z),z) = L(y,z) (Euler—Relation),

(2)  Lea(y,z)-z = 0,

)
)

(3) Lyz(y7 Z) "z = VyL(y7 Z) )
)

(4 Ly(y,Az) = |Al- Ly(y,z) fir A#0,

L,(y,z) fir A >0,

(5)  La(y,Az) = {—L (v,2z) fir A<0.

Die Identitéit (2) zeigt, dass die Leitmatrix L, nicht invertierbar und L somit
nicht elliptisch ist. Nach Gleichung (5) ist z — L,(y, z) nicht injektiv, so dass
die Legendre—Transformation geméafl §2:6.2 nicht durchfiithrbar ist.

BEWEIS.

Zunichst sei A > 0. Aus L(y, A\z) = A L(y, z) folgen (4) bzw. (5) durch Diffe-
rentiation nach y bzw. z und L,(y, A\z)z = L(y,z) durch Differentiation nach
A > 0. Aus der letzteren Gleichung folgen (1) fiir A = 1 und (3) durch Differen-
tiation nach y. Aus (1) folgt (2) durch Differentiation nach z. Die Behauptungen
(4) und (5) fiir A < 0 ergeben sich analog aus L(y, A\z) = —AL(y,z) [0A]. O

(b) Aus den Relationen (a) ergeben sich einige Besonderheiten fiir die Euler—
Gleichung, insbesondere die Invarianz unter Umparametrisierungen. Zunéchst
merken wir an, dass

d
s — Erp(v)(s) = T [VZL(V(S),V/(S))} — VyL(v(s),v'(s))
nur Sinn macht fiir regulire C2~Kurven, d.h. fiir C*~Kurven v mit v/(s) # 0.

Dasselbe gilt fiir C*>-Losungen u der Euler-Gleichung Er(u) = 0.

SATZ. Fir eine parametrische Lagrange—Funktion L und jede regulire C?-Kur-
ve v ist das Euler—Feld Ep(v) lings v orthogonal zum Tangentenvektorfeld
ldngs v,

Er(v) Lv'.
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BEWEIs.
Mit der Kettenregel und unter Fortlassung der Argumente v, v’ ergibt sich

m

<EL(V)7VI> = Z (dis[LZz] - Lyq‘,) v;

I
M3 i

m
/ " /
(ZLywﬂk + Lz 0 — Lyi) Vg

<
Il
-

I
Ms

Z yrzi Vi +kaszZz ) (v!, VyL)

(vi
L > + <V//7Lzzv> - <V7Vy >

Il
L=

Il
—~ >
<

I
o

nach (2) und (3). O

(¢) SATZ. Aus jeder Lisung der Euler—Gleichung einer parametrischen La-
grange—Funktion L entsteht durch Umparametrisierung wieder eine Ldsung der
Euler—Gleichung von L.

BEWEIS.

Sei u eine Losung der Euler—Gleichungen

d m
(BG) Ly, (wu) = oo [Lay(mu)] = 30 (Lypey (0wl - Ly ()
(k = 1,...,m). Wir nehmen zuniichst an, dass v. = uo h mit A" > 0. Dann

ergibt sich mit den Formeln (a) und der Abkiirzung h fiir h(s)

d d ) d
= (L., (v(s),V'(s))] = = (L., (woh, (u oh)-h)| = o (L., (woh,u' oh)]
Z vize(@oh,u'oh) - ujoh+ L, (uoh,u oh) -u/oh)-n
(EG)

Ly, (uohwoh) 1 £ L, (wohw' oh-k) = Ly, (v(s),v'(s))

firk=1,...,m

Der Fall A’ < 0 ergibt sich in analoger Weise mit Hilfe der Beziehungen (4) und
(5) mit A < 0 [TA]. ]
2.3 Ubergang zu nichtparametrischen elliptischen Problemen

Wir beschreiben zwei Wege, ein parametrisches Problem in ein nichtparametri-
sches elliptisches Problem zu transformieren.
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(a) Wahl einer Kurvenkoordinate als Parameter. Wird eine Kurvenko-
ordinate bei allen betrachteten Kurven injektiv durchlaufen, so kann sie als
Kurvenparameter verwendet werden. Diese Situation ist z.B. beim Fernrohr ge-
geben. Ist die optische Achse des Fernrohrs als x1—Achse gewiihlt, so lassen sich
alle interessierenden Lichtstrahlen in der Form x — (x,u1(x), u2(z)) parametri-
sieren. Das Laufzeitintegral fiir isotrope Medien erhilt dann die Form

S n(z, ui(z), us (:v))\/l +ul(x)? + uh(z)? do

mit elliptischem Integranden, welche die Formel §1: 1.1 auf nicht planar verlau-
fende Lichtstrahlen fortschreibt.

Allgemein entsteht aus einer parametrischen Funktion L(y1,...,Ym, 21, -, 2m)
auf diese Weise eine nicht parametrische Funktion
LO(I3 q, V) = LO(‘T?ql? sy m—1,0V1,... 7’U’m*1)

= L(x,q1,.-, @m-1,1,01,...,Um—1);
fir w(z) := (z,u(z)) = (z,u1(z),...,um-1(z)) gilt dann

L(w,I) = [L°(z,u(z),u'(z))dz.

Umgekehrt ldsst sich jeder Lagrange—Funktion L(z,y,z) auf Q x R™ mit
Q2 C R™"! eine parametrische Lagrange-Funktion Lo auf QxR™"! zuordnen
durch die Vorschrift

z Zm
Lo(Yo,---sYms 20, .-+, 2m) = L(yo,...,ym,—l,...,—) - 20 .
20 z0

Diese wurde beim Beweis des Noetherschen Satzes in §4:3.5 verwendet.
Offenbar gilt dann bis auf Bezeichnung der Variablen (Lo)® = L; fiir eine para-

metrische Lagrange—Funktion L ergibt sich entsprechend (LO)O =L [04].

SATZ. Eine C?-Kurve in Q mit Graphengestalt
S (57 11(5)) = (Sau1(5)7 sy u'm—l(s))

lost die Fuler—Gleichung fiir die parametrische Lagrange—Funktion L genau
dann, wenn s+ u(s) die Buler-Gleichung fiir L° lst.

BEWEIS als [UA].

Ist umgekehrt L eine beliebige Lagrange—Funktion, so ist s — u(s) genau dann
eine Losung der Euler-Gleichung fiir L, wenn s — (s,u(s)) eine (regulére)
Losung der Euler-Gleichung zu Lo ist, vgl. §4:3.5(d).
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(b) Quadrieren des Integranden. Ein Integrand L > 0 heifit parame-
trisch—elliptisch, wenn L :Q x R™ — R4 parametrisch ist und wenn durch
Quadrieren ein auf Q x R™ iiberall C3~differenzierbarer elliptischer Integrand

" 1
L(y,2) = 31%(,2)
entsteht, dessen Leitmatrix

Ly(y,2) = (9(y,2))

also positiv definit ist, d.h. fiiry € Q und z € R™, 0 # ¢ € R™ gilt

i gzk Cl(k - <C7L;z(y7Z)C> > 0.
k=

i, 1

Aus der Homogenitétsrelation

¥ 1 1 "
L*(y, z) = §L2(y,)\z) = 5)\2L2(y,z) = ML (y,z)

ergibt sich durch zweimalige Differentiation nach A an der Stelle A =1

g z)zizr, fir y € Q, ze R™.
k=1

l\DM—'

(1) Lo = I.2)

i,

Vergleichen Sie hiermit die Beispiele 2.1 (a)!
Aus (1) und L > 0 folgt

(2) L(y,z)>0 fir yeQ, z#0, L(y,0)=0 fir yeQ.

Fiir parametrisch—elliptische Integranden L ergeben sich die Extremalen bei
geeigneter Parametrisierung aus denen von L* und umgekehrt. Deshalb las-
sen sich die fiir elliptische Probleme gewonnenen Ergebnisse wie Regularitét
und Minimaleigenschaft von Extremalen auf parametrisch—elliptische Probleme
iibertragen. Dies wird im Folgenden ausgefiihrt.

(c) Sei L eine parametrisch—elliptische Lagrange-Funktion. Eine C'-Kurve u :
I —Q, t— u(t) heifit normal, wenn

L(u(t),a(t)) = 1

fiir alle ¢t € I gilt. Wir reservieren im Folgenden das Symbol ¢ fiir den
Parameter normaler Kurven. Normale Kurven sind regulédr nach (2).

Zu jeder reguliren Kurve v :J — Q gibt es eine Parametertransformation
h:I—J, sodass t — u(t):=v(h(t)) eine normale Kurve ist. Der Parameter
t ist hierbei bis auf Translationen eindeutig bestimmt.
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Fir L(y) = |ly|l ergibt sich die Parametrisierung durch die Bogenlénge.
Zum Beweis betrachten wir 7(s) := [ L(v(z),v'(x))dz. Da v regulér ist, gilt
s0

n'(s) = L(v(s),v'(s)) > 0 nach (2). Also besitzt 1 eine C'~Umkehrung h, welche
das Gewiinschte leistet [0A]. Ist umgekehrt u = v o h normal, so erfiillt die
Umkehrfunktion 1 von h die Bedingung 7'(s) = L(v(s),v'(s)) [U4], ist also
bis auf eine additive Konstante festgelegt. O

Nach 2.1 (b) ist das zu einer parametrischen Lagrange-Funktion L gehorige
Variationsintegral invariant gegeniiber Umparametrisierungen, und Extremalen
gehen bei Umparametrisierung wieder in Extremalen {iber. Es liegt daher nahe,
nur normale Parametrisierungen der Extremalen (normale Extremalen) zu
betrachten. Es sei daran erinnert, dass Extremalen parametrischer Probleme
immer regulér sein miissen.

SaTz. Eine C*~Kurve t v u(t) ist genau dann eine normale Extremale von
L, wenn sie eine Extremale von L* ist mit L(u(to),u'(to)) = 1 fiir ein to.

BEWEIS.

Wir betrachten das Euler—Feld von L lings u,
d
Er(w®) = & [VaL(u(t),u'(1))] — VyL(u(t),u'(t)).

Wegen V,L* = L-V,L und VyL* = L-V, L erhalten wir mit der Produktregel
bei Fortlassung des Parameters ¢ fiir das Euler—Feld von L* lings u

L )] VaL(wu) + Luu) - Ep(u).

() Boo(w) = %

Fiir eine normale Extremale uist Ez(u) = 0 und L(u,u’) = 1, also Ez(u) = 0.

Zum Beweis der Umkehrung verwenden wir die Beziehungen (Ep(u),u’) = 0
aus 2.2 (b) und (V,L(u,u’),u’) = L(u,u’) aus 2.2 (a). Damit ergibt sich mit
3)

d [L(u,u')] -L(u,u’) =

/ d 1
<EL*(u),u> =3 {

2 /
a L2t (u’u)} '
Aus Ep~(u) = 0 folgt daher, dass L(u,u’) konstant ist, also L(u(t),u’(t)) =
L(u(to),u’(to)) = 1. Aus (3) folgt dann Er(u) = 0. |

(d) Der Regularitiitssatz fiir parametrisch—elliptische Integranden Sei
L parametrisch—elliptisch, und L™ = %L2 set C" —differenzierbar (r > 3). Dann
ist jede schwache normale PC'-Lésung der Euler—Gleichung von L ebenfalls
C"—differenzierbar.
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BEWEIS.

Sei u: I — Q stiickweis glatt mit L(u(t),u’(t)) =1 an allen Stetigkeitsstellen
von u’, und es sei 6£;(u) = 0. Wegen Ly =L-Ly, L, =L-L, folgt

0= [(Ly(wu)p+ Ly(u,u)g’)dt = [ (Ly(u,u')p + L (u,u')¢’) dt

fiir alle Testvektoren ¢, d.h. u ist eine schwache Losung der Euler-Gleichung
fiir L™ und damit eine C"—Extremale fiir L™ nach dem Regularititssatz §2:3.4
fiir elliptische Probleme. Aus (c) folgt, dass u eine C"—Extremale fiir L ist. O

2.4 Die Prinzipien von Jacobi und Euler—Maupertuis
(a) Ausgangspunkt ist eine elliptische C3-Lagrange-Funktion

Ly2) = 5 X anly)ziz —Uly) = Tly.2) - Uly)

auf Q x R™, wobei U € C*(Q) nach oben beschrinkt ist, vgl. §4:1.3. Aus dieser
bilden wir fiir E > supU die parametrisch—elliptische Lagrange-Funktion

L(y,z) = Lg(y,z) = 2\/E Uly)) T(y,z).

Fiir z # 0 ergeben sich die partiellen Ableitungen von L = Lg durch

Lyj (y,2) = — % : ij (y) + ETZT?S’) 'Tyj (y,2),
L,509) = | S 1 59),

Auf der Energiefliche

Ve = {(y,2) €2 x (R™\{0}) | T(y,%) + Uly) = E}
gilt daher

VyL(y,z) = —VU(y)+ VyT(y,z) = VyL(y,2),

VzL(y3 Z) = VzT(ya Z) = sz(yv Z) .
Hieraus folgt unmittelbar:
Eine C*-Kurve s+ u(s) auf der Energiefliche Vi (d.h. (u(s),u'(s)) € Vg

fiir alle s) ist Extremale von L genau dann, wenn sie Extremale von Lg ist.

Nach §2:2.1ist L,(y,z)-z— L(y,z) = T(y,z) + U(y) ein erstes Integral der
Euler-Gleichung fiir L. Daher liegt jede regulare Extremale u von L auf einer
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Energiefliche Vg mit E > sup U, ist also auch eine Extremale von Lg. Durch
eine C?—Parametertransformation h entsteht aus u wieder eine Extremale uoh
von Lg, diese muss aber weder auf einer Energiefliche liegen, noch Extremale
von L sein. Daher besitzt Lr weitaus mehr Extremalen als f, und es kann
einfacher sein, bei vorgegebener Energie E eine Extremale von Lg zu finden.

Dass dies von Nutzen ist, zeigt der folgende

(b) SATz. Sei s+ v(s) eine Extremale von Lg mit E >supU, ferner sei

n(s) = 770+/ % do (10, s0 Konstanten)

und h die Umkehrfunktion von . Dann ist u:=voh eine Extremale von L
auf der Energiefiiche VE.

Als FOLGERUNG ergibt sich mit dem Regularititssatz 2.3 (d) das

Prinzip von Jacobi. Jede Extremale von L liegt auf einer Energiefliche Vi
und ist eine Extremale von Lg. Aus jeder Extremalen v von Lg ergibt sich
durch die oben beschriebene Umparametrisierung h eine Extremale u = v o h
von L auf Vg.

In der Mechanik liefert eine Extremale von Lg zunichst nur die Gestalt der
Bahnkurve des Systems; deren zeitliche Durchlaufung ergibt sich dann nach
dem Satz (b).

BEMERKUNG. Der Ubergang von der mechanischen Lagrange-Funktion L zur
parametrischen Lagrange—Funktion Lg ist auch insofern von grofler theoreti-
scher Bedeutung, als durch g¢;x = 4(E — U)a;xr eine Riemannsche Metrik defi-
niert ist (§9:2.1). Deren Geoditische, gegeben durch die Extremalen von Lg,
sind nach dem oben Gesagten die Spuren der zu L gehdrigen mechanischen Bah-
nen. Durch diese geometrische Beschreibung lassen sich Begriffe und Resultate
der Riemannschen Geometrie auf die Mechanik iibertragen.

BEWEIS.

Seien h eine C2~Parametertransformation, 7 deren Inverse und u = v o h. Dann
gilt w'(t) = v/ (h(t))- W' (t) = v'(s)/n'(s) mit s=h(t), also

T(u(t), 0’ () + U(u(t)) ;Zn; aik(u(t)) - wi(t) up,(t) + U(u(t))
1

= S L, DU U+ Uv(s).
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Daher liegt u genau dann auf der Energiefliche Vg, wenn

iz = Tv(s),v'(s))
TS B UM)
Der Rest der Behauptung folgt aus (a). O

(¢) Das Euler—Maupertuissche Prinzip wird in der Physikliteratur hiufig
wie folgt formuliert (vgl. [87, I] §44): Die Gestalt der Bahnkurve eines frei be-
weglichen Massenpunkts in einem Potential U geniigt dem ,,Variationsprinzip“

(x) 6 [+/2m(E-U)ds = 0.

Hierbei bleibt unklar, was gemeint ist. Wir konnen das Euler-Maupertuissche
Prinzip als Spezialfall des Jacobischen Prinzips verstehen, angewandt auf

- 1
Ly,z) = gmllal* -Uy),  Lely,z) = v2m(E-U(y)) |||l
Driicken wir fiir eine Bewegung ¢ — u(t) des Massenpunkts die Zeit ¢ durch
die Bogenlédnge s aus, t = 7(s), so ergibt sich fir v=uon

szE(u7 u)dt = fzw/Qm(E —U(u(t))) - [[a()|| dt

J/2m(E—U(v(s))) ds.

0

Obwohl eine korrekte Formulierung offen blieb, hat das Euler—-Maupertuissche
Prinzip immer wieder als Leitgedanke gedient, vor allem bei Betrachtungen zur
Analogie Optik—Mechanik.

In einem Anhang der Methodus inveniendi lineas curvas mazximi minimive pro-
prietate gaudentes. . ., der ersten Systematik der Variationsrechnung, postulier-
te EULER 1744 fiir einen irgendwelchen Kréften unterworfenen Koérper, dass
seine Bahn durch die Eigenschaft

[ ds+/v = Minimum

charakterisiert sei. Tatséchlich machte EULER von der Minimaleigenschaft kei-
nen Gebrauch, sondern zeigte anhand von Beispielen fiir v = 2m(E — U) nur,
dass sich aus der Stationaritéit des Integrals die aus der Mechanik bekannten
Bahnkurven ergeben. Fiir MAUPERTUIS dagegen war gerade die Minimaleigen-
schaft entscheidend; er sah darin ein metaphysisches Prinzip, wonach die Natur
bei der Hervorbringung ihrer Effekte immer mit den einfachsten Mitteln arbei-
tet, ja sogar einen Beweis fiir das Wirken Gottes. An der Frage, ob die ,,Aktion*
immer minimal oder nur stationér ist, entziindete sich ein europaweit gefiihrter
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Streit iiber die Urheberschaft und die Giiltigkeit des von MAUPERTUIS propa-
gierten Prinzips, der zweite Prioritdtenstreit ([45] S. 78ff, [5] S. 621 ff).

Eine lesenswerte Wiirdigung des Prinzips der kleinsten Wirkung gab MAX
PLANCK 1915 [44].

2.5 Lokale Minimumeigenschaft von parametrischen Extremalen

Gegeben sei eine parametrisch—elliptische Lagrange-Funktion L auf  x R™,
siehe 2.3 (b).

SATZ. FEine Extremale u wvon L
macht das zugehorige Variationsin-
tegral L in folgendem Sinn lokal
zum Minimum: Zu jedem Punkt
xo = u(so) gibt es eine Umgebung
U von xo und eine Umgebung ]s1, 2|
von so mit u([s1, s2]) C U, so dass L
fiir das Kurvenstiick u([s1, s2]) mi-
nimal wird im Vergleich mit allen re-
guliren PC'~Kurvenketten in U mit
den Endpunkten u(s1), u(s2).

BEWEIS.

Wir wihlen eine Parametertransformation h so, dass up = u o h eine normale
Kurve ist; dabei diirfen wir h(0) = so annehmen. Nach 2.2 (¢) und 2.3 (c) ist uo
eine Extremale sowohl von L als auch von L*. Wegen L(uo(t),uo(t)) = 1 und
aufgrund von 2.1 (b) erhalten wir fiir die zu L, L™ gehorigen Variationsintegrale
L,L*

(1) L(u,D)? = L(u,J)® = £ = 20-L (o, ]),

falls J ein kompaktes Intervall der Linge £ ist und I = h(J).

Nach §3:2.1 (b) gibt es ein § > 0, so dass [0, d] keine zu 0 léngs ug beziiglich L*
konjugierte Stelle enthilt, und nach §3:2.1(d) gibt es ein Intervall J = [t1, t2]
mit 3 < 0 < § < t2, das keine ldngs ug beziiglich L* zu t; konjugierte Stelle
enthilt. Aufgrund des Hauptsatzes §3:3.4 (a) gibt es daher ein € > 0, so dass

(2)  L"(wo,J) < LY(w,J)

fir alle PC*~Kurven w : J — Q mit w(t1) = uo(t1), w(t2) = uo(t2) und
|w(t) —uo(t)||co < € in J. Wir definieren s1, s2, U durch

I = [s1,8] = h(J), U = |J K:(uo(t)).

teJ
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Sei nun K = [r1,r2] und v : K — U eine PC'-Kurve mit v(r1) = u(s1),
v(r2) = u(sz2). Wir wihlen zunichst eine Parametertransformation j : K/ — K,
so dass v := voj eine normale Kurve ist, dann bilden wir J durch w : J — K’,
t +— c-t +d bijektiv auf K’ ab. Fiir w = vopow = vo k mit k = j ow gilt dann
L(w(t),w(t)) = ¢, also

(3) L(v,K)* = L(w,J])> = *F = 2L (w,J).

Ferner gilt w(ty) = v(ry) = uo(ty) fir k =1,2 und ||w(t) —uo(¥)|| < e fiir
t € J. Somit ist L£*(uo,J) < L*(w,J) nach (2), und aus (1), (2), (3) folgt

L(u,I) < L(v,K). g

2.6 Die parametrische Hamilton—Funktion

(a) Sei L:QxR™— Ry eine parametrisch—elliptische Lagrange—Funktion.
Wir definieren die Indikatrix von L im Punkt y € Q als die Hyperflache

Ly, = {zE]Rm ‘L(y,z):l}

Diese ist kompakt. Denn fiir y € Q gilt A := min{L(y,z) | ||z|| = 1} > 0 nach
2.3 (b), somit L(y,z) > X - ||z|| fiir alle z € R™. Hieraus folgt ||z|| < A™* fiir
L(y,z) = 1, also die Beschrénktheit der abgeschlossenen Menge Ly, .

Die parametrische Hamilton—Funktion H : Q x R™ — R definieren wir
durch

H(y,p) = max{(p,z) |z€Ly}.

Fiir diese gilt H(y,Ap) = |A\|- H(y,p) [0A]. Mit z:=p/L(y,p) folgt daraus
H(y,p) > (p,z) > 0 fiir p # 0.

Die nebenstehende Figur veranschau- H(y,p)/Ilpll
licht das einfache Konstruktionsprinzip
der parametrischen Hamilton—Funkti-
on. Bei festem y € Q2 legen wir fiir jeden
Vektor p # 0 wie skizziert die Stiitz-
ebene an die Indikatrix Ly und er-
halten H(y,p)/||p|| als Abstand dieser
Ebene zum Ursprung. Dass die Kon-
figuration wirklich so aussieht, zeigen
wir in (c).

BEISPIEL. Fiir den Integranden L(y,z) = n(y)||z|| des Laufzeitintegrals fiir
ein isotropes Medium in Q C R? ist Ly eine Sphire mit Radius 1/n(y) und

H(y,p) = |lpll/n(y) [0A].
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(b) SATZ. Fiir die elliptische Lagrange—Funktion

Mit L ist daher die parametrische Hamilton—Funktion H ebenfalls C*~differen-
zierbar auf Q x (R™\{0}), und es gilt

(¥*)  H(y,p) = L(y,z) fir p=V.L"(y,z) bzw. z=V,H"(y,p).

Weiter besteht die Darstellung

H(y,p) = (| > ¢"(y,p)pipk

i k=1

mit der nachfolgend in (xx) angegebenen positiv definiten Matriz (glk)

Damit erhalten wir die parametrische Hamilton—Funktion nach dem Schema

LH%LQ:L*HH*HH: 2H* .

Vor dem Beweis erinnern wir an die Konstruktion von H* gemafl §2:6.2. Die
durch

(1) P = VZL*(y7z)

gegebene Legendre—Transformation (y,z) — (y,p) ist ein Diffeomorphismus
zwischen 2 x R und einem Gebiet Qg+ C Q x R™. Nach §2:6.2 ist

2 H(v;p) = (p2) - L (v,2),

wobei fiir z die Auflssung von (1) einzusetzen ist, ndmlich

B) z = Vel (y,p).

Aus der Homogenitétsbedingung fiir L ergibt sich mit Formel (5) aus 2.2 (a)
(4) WVL.L'(y,Mz) = L(y, 2)V,L(y,\z) = A\V,L*(y,z) fir A\>0,z#0

und daraus V,L*(y,0) =0, Qm+ = Q x R™ sowie H*(y,Ap) = >H*(y,p)
fir A >0 ([UA], Letzteres mit Hilfe von (1) und (2)).
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BEWEIS.
(I) Darstellungen fiir H* und H.

Aus L*(y,\z) = A’ L*(y,z) und H*(y,A\p) = A2 H*(y, p) fiir A > 0 ergibt sich
durch Differentiation nach A an der Stelle A =1

2L7(y,z) = (VaL'(y,2z),2), 2H"(y,p) = (VoH (y,p),P).
Mit (1) und (3) folgt
(5) H'(y,p) = L'(y,z) fix p=V.L'(y,z) bzw. z=VpH (y,p).
Nach Formel (1) von 2.3 (b) gilt

(6) L(y,z)?” = igik(%Z)ZiZM

2 1

wobei die gix (y,2) = LZ,., (¥, 2) eine positiv definite Matrix bilden. Aus (6) folgt
unmittelbar gix(y, Az) = gix(y,2z) fiir A # 0. Wir bezeichnen die Koeffizienten
der inversen Matrix (gix(y,2)) " mit v**(y, z) und setzen

(xx) ¢"(y,p) == 7"*(y,2) fir p=V,L'(y,z) bzw. z=V,H"(y,p).

Die g% (y,p) bilden dann eine positiv definite Matrix, und es gilt g**(y, Ap) =
g™ (y,p) fiir A # 0, was aus der entsprechenden Eigenschaft der g;; mit Hilfe
von (4) folgt.

Aus L™ = %L2 folgt Ly, = L- L., und
gik = L:,zk = in . sz +L- inzk .
Mit Hilfe der Relationen (1), (2) von 2.2 (a),

NE
NE

sz (y7 Z) TRk = L(y7 Z) ) inzk (y7 Z) cz =0,

k=1 k=1

ergibt sich daraus

3oy, @)z = Lly,7) L (v,7) = L, (v.) =
nach (1). Damit erhalten die Beziehung (1) und ihre Umkehrung die Form
M p=Toatm a  w=3etve) e (=1..m),
und es folgt aus (6)

9" (y,p)pipr fiir VoH"(y,p).
1

(8) Lly.2)° =

i

filNgE
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Aus (2), (6) folgt mit der Darstellung (7) fiir die z;

m
H*(y,p) szzz - L*(y,=z szzz -3 > gy z)zizk
=1 i,k=

(9) m m m m
Sopizi— 53 pizi = 33 pizi = 250 g™ (y,p)pipk -
=1 =1 =1 L k=

Mit der im Satz behaupteten Beziehung H* = %H 2. die wir anschliefiend aus
(5) herleiten, ergeben sich aus (9), (6) und (8) die im Satz behaupteten Dar-
stellungen

H(y,p)* = > ¢"(yv,p)pipv = L(y,2)’ mit z=VpH"(y,p).
ik=1
(IT) Herleitung der Identitit H? = 2H*. Sei im Folgenden y € Q fest.
(i) Wir zeigen: Fiir z € Ly und p := V,L(y, z) ist H(y,p) = (p, z).
Wegen der Elliptizitdt von L* ist w — L*(y, w) konvex, also gilt nach §3:1.1
L(y,w) = L'(y,2) +(V.L"(y,2),w — z).

Fir w € Ly ist L*(y,w) = &
L*(y,z):lsowieVL( z) = L(y,

L(y,w)®> = %; wegen z € Ly ist ebenfalls
3 z) -

VZ‘L(y7 Z) = VzL(y7Z) =P

Es folgt 1 > 1 + (p,w —z), also (p,z) > (p,w) fiir alle w € Ly und damit

1
2
wegen z € Ly
H(y,p) = max{(p,w) |weL,} = (p,z) fir p=V,L(y,2),
wie oben behauptet wurde. Mit der Euler—Relation 2.2 (1) folgt fiir z € Ly
H(y7 VzL(ya Z)) = <V2L(y7 Z)7 Z> = L(ya Z) .
Fiir beliebige z # 0 folgt
(10) H(y,ViL'(y,2)) = L(y,2).

Denn nach 2.3 (b)(2) ist L(y,z) > 0, also w := z/L(y,z) € Ly. Ferner ist
VaL*(y,2) = L(y,2)VaL(y, ) = L(y,2) Vo L(y, w) nach 2.2 (a) (5).

Wegen der Homogenitétsrelation fiir H und L folgt
H(y7 VzL*(yr Z)) = L(ya Z)H(y7 VzL(y7 W)) = L(ya Z)L(y7 W) = L(y7 Z) :
(ii) Nach (10) und (5) folgt fiir p := V,L*(y, z)

H*(y,p) = H(y,V.L'(y,2)) = L*(y,2z) = 2L*(y,z) = 2H"(y,p)
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und damit die Behauptung H? = 2H*, da nach den sich aus (4) ergebenden
Folgerungen die Abbildung z — V,L*(y,z) : R™ — R™ surjektiv ist. a

(c) Firy € Qund p # 0 heifit {z € R™ | (p,z) = H(y,p)} die Stiitzebene
an die Indikatrix Ly mit Normalenvektor p.

SATZ. Die Indikatriz Ly liegt auf der
dem Nullpunkt zugewandten Seite jeder
Stitzebene und berihrt diese in genau
etnem Punkt.

Diese Konfiguration enthélt im Keim
schon die Enveloppenkonstruktion von
Wellenfronten nach dem Huygensschen
Prinzip.

BEWEIS.
(i) Die Stiitzebene ist eine Tangential-
ebene fiir Ly. Nach Definition ist

H(va) = maX{(p,zHL(y,z):l} > 0.

Dieses Maximum unter der Nebenbedingung L(y,z) = 1 werde fiir zo € Ly
angenommen. Dann gilt p = Ao V,L(y,2o) mit einem Lagrange-Multiplikator
Ao, denn nach (4) ist V,L(y,z) # 0 fir L(y,z) =1. Fiir diesen gilt nach der
Euler—Relation 2.2 (a) (1)

Ao = AoL(y,2o) = Ao(VzL(y,20), 20) = (P,z0) = H(y,p) > 0.
Fiir z € R™ gelten daher die Aquivalenzen

<p7Z> = H(yvp) <~ <p,Z - Z0> =0 <— )‘0<V1L(y7ZO)7Z - Z0> =0.
(ii) Fir z € Ly mit z # zo gilt (p,2z) < (p,2o): Nach Definition von H ist
jedenfalls (p,z) < (p,2zo0). Angenommen (p,z) = (p,zo) = H(y,p). Wie oben
folgt p = Ao VzL(y,z) mit Ao = H(y,p). Wegen L(y,z) =1 = L(y, zo) und der

Homogenitéitsbedingung fiir L™ ergibt sich

V.L*(y,Moz) = MVaL'(y,z) = MVaL(y,z) = p
= MVaL(y,z0) = MVal*(y,z0) = VoL (y,\oZo)

und damit Aoz = \oZo, d.h. z = zp wegen der Injektivitit von z — V,L*(y, z).
O
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2.7 Die Hamilton—Gleichungen im parametrisch—elliptischen Fall

SATZ. Die normalen Euler—Gleichungen fiir einen parametrisch—ellipti-
schen Integranden L,

d

(BGN) =

(V.L(y,y)] = VyL(y,y"), Lly.y)=1,

sind dquivalent zu den normalen Hamilton—Gleichungen fiir die zugehdrige
parametrische Hamilton—Funktion H,

(HGN) y' = VH(y,p), p = —VyH(y,p), H(y,p)=1;

d.h. fiir jede normale Lésung t — y(t) der Euler—Gleichung fiir L ist durch
p(t) == V,L*(y(t),y’'(t)) eine Lésung t — (y(t),p(t)) der Hamilton—Glei-
chungen mit H(y(t),p(t)) =1 gegeben, und fiir jede Lisung t+— (y(t),p(t))
der Hamilton—Gleichungen mit H(y(t),p(t)) =1 ist t+— y(t) eine normale
Losung der Euler—Gleichungen.

BEWEIS.
Fiir jede C*~Kurve t+ y(t) gilt mit p(t) := V,L*(y(t),y’(t)) nach 2.6 (b)

woraus die Aquivalenz der beiden Normierungsbedingungen folgt.

Nach 2.3 (c) sind die EGN &quivalent zu

1) $WLEY)] = BWEEY), L) =1,

Diese sind nach §2:6.2 (b) dquivalent zu den Gleichungen

2) ¥ = VpH'(y,p), P = -VyH'(y,p), H(y,p)=1.
Die Aquivalenz (2) <= (HGN) folgt daraus, dass H* = 1H?, also

VoH* = H-VoH, VyH* = H-V,H. o

3 Grundkonzepte der geometrischen Optik

3.1 Optische Medien und Fermat—Prinzip

(a) Ein optisches Medium in einem Gebiet Q C R? ist gekennzeichnet durch
seinen Brechungsindex

n:Qx 8% = Rso.
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Dieser schreibt fiir jeden Ort q € Q und jede Richtung v € S* := {v € R? |
|[v|]| = 1} die Lichtgeschwindigkeit ¢/n(q, v) vor; dabei ist ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum.

Ist das Medium axialsymmetrisch, so reicht die Betrachtung von zweidimensio-
nalen Modellen, auf welche sich die dreidimensionalen Begriffe und Ergebnisse
in natiirlicher Weise iibertragen.

Das optische Medium heifit isotrop, wenn der Brechungsindex nur vom Ort
abhiingt und homogen, wenn n(q, v) konstant ist.

Wir lassen zu, dass es endlich viele disjunkte C2-Flichen I'y,...,I'y C Q
(Grenzflichen) gibt, an denen sich der Brechungsindex unstetig verhilt. Wird
Q durch diese in Teilgebiete zerlegt, in denen Isotropie bzw. Homogenitdt vor-
liegt, so heifit das Medium stiickweis isotrop bzw. stiickweis homogen.

(b) Die Lagrange—Funktion des optischen Mediums,

n(q,v/|[vl}) - lIvl| fir v#0,
0 fir v=0,

L(q,v) = {

stellt die Fortsetzung von n(q,v) zu einer beziiglich der v—Variablen 1-homo-
genen Funktion auf Q x R® dar. (Wie in der Mechanik bezeichnen wir in der
Optik die Variablen mit (q,v) statt wie in Abschnitt 2 mit (y, z).)

Wir setzen im Folgenden voraus, dass fiir jedes Teilgebiet Qo von 2 ohne Grenz-
flichen die Lagrange—Funktion L parametrisch—elliptisch ist, d.h. L* := %L2 ist
elliptisch und C3—differenzierbar auf Q¢ xR>. Damit werden stiickweis isotrope
und kristalline Medien erfasst; in beiden Fillen ist

L(av) = 3 (v A@v)

mit einer positiv definiten Matrix A(q), vgl. 2.3 (b).

Einen Lichtstrahl beschreiben wir durch eine Kette C aneinandergehéngter
Kurvenstiicke. Fiir jede Parametrisierung C = {¢(7) | 7 € I} driicken wir die
Laufzeit T' des Lichts lings C mit Hilfe der Lagrange—Funktion L des optischen
Mediums aus:

T — f%ds = %fnds = %fL(CI(T)vq/(T))dT'
& T

DemgeméB bezeichnen wir fiir jede regulire PC!-Kurve q : I — Q das Integral
L(q,]) = Li(a) = [L(a(r),d (1)) dr
1

als Laufzeitintegral.
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(¢) Fermatsches und Huygenssches Prinzip. Nach zwanzigjihriger Aus-
einandersetzung iiber die physikalischen Annahmen, welche DESCARTES seiner
Dioptrique, insbesondere dem Brechungsgesetz, zugrunde gelegt hatte, stellte
FERMAT 1657 in einem Brief an CUREAU DE LA CHAMBRE die Hypothese auf,
dass ein Lichtstrahl so verlduft, dass der Widerstand (résistance) ldngs der Bahn
am geringsten wird. In einem weiteren Brief an DE LA CHAMBRE ging er 1662
zum Prinzip der kiirzesten Laufzeit iiber und leitete daraus das Brechungsge-
setz her, wobei er im Gegensatz zu DESCARTES davon ausging, dass das Licht im
optisch dichteren Medium langsamer ist. Dass FERMATs Prinzip sich zunéchst
nicht durchsetzte, hatte mehrere Griinde.

Zum einen war die Art der Lichtsausbreitung ungeklért; erst 1675 wies Ole
R@EMER nach, dass das Licht sich nicht unendlich schnell ausbreitet, wie DE LA
CHAMBRE glaubte, und noch 1704 ging NEWTON in seinen Opticks davon aus,
dass die Lichtgeschwindigkeit im optisch dichteren Medium grofler ist.

Zum anderen fehlten noch die mathematischen Hilfsmittel, um aus FERMATs
Prinzip nichttriviale Schliisse zu ziehen. Vor allem aber wurde gegen dieses
Prinzip das Fehlen einer physikalischen Begriindung eingewendet: Warum soll-
te die Natur nach Sparsamkeitsgesichtspunkten verfahren, und warum sollte
gerade die Zeit minimiert werden? Welches sind fiir die Einhaltung des Prin-
zips sorgenden Ursachen? In der Einleitung zu seiner ,, Traité de la Lumiere
sagte HUYGENS 1678 zu der Debatte iiber das Brechungsgesetz: ,,Da die hier-
bei vorgebrachten Ansichten zwar geistreich, jedoch nicht derart sind, dass die
Verstiandigeren nicht Erkldrungen wiinschen sollten, die ihnen besser geniigen

. werde ich versuchen, ... klarere und wahrscheinlichere Griinde anzugeben.“

HuyvGENS erklirte die Lichtausbreitung in isotropen Medien als Fortschreiten
von Wellenfronten derart, dass jeder Punkt einer Wellenfront ¥; zur Zeit ¢ Aus-
gangspunkt von kugelférmigen Elementarwellen ist, deren Einhiillende nach ei-
ner Zeitspanne At die Wellenfront ;¢ ist. Die Elementarwellen deutete er
als (aperiodische) StoBwellen, wozu er die Fiktion einer allgegenwiirtigen Ather-
materie bendtigte. Lichtstrahlen waren in diesem Fall die senkrecht zu den Wel-
lenfronten verlaufenden Linien. Mit seiner Theorie konnte HUYGENS nicht nur
die Reflexion, die Brechung sowie die atmosphérische Beugung erkliren, son-
dern durch den Ansatz von Elementarwellen in Form von Ellipsoiden auch Bre-
chungsphénomene in Kristallen wie die Doppelbrechung beim Islandspat.

Wir werden sehen, dass das Huygenssche Prinzip der Wellenausbreitung und
das Fermatsche Prinzip der Strahlenoptik aufeinander zuriickgefiihrt werden
konnen.

Mit dem Ausbau der Variationsrechnung gewann das Fermat—Prinzip an Be-
deutung; allerdings wurde im Laufe des zweiten Prioritédtenstreits (vgl. 2.4 (c))
mit Hinweis auf die Reflexion an Hohlspiegeln angezweifelt, dass es sich um ein
Minimumprinzip handelt. (Wir kommen auf diesen Einwand in 3.2 (d) zuriick.)
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Fiir optische Medien ohne Grenzflichen formulieren wir das Fermat—Prinzip
wie folgt.

Das Prinzip der stationsren Laufzeit. Beschreibt eine regqulire PC!—Kurve

q:J — Q in einem Gebiet Q ohne Grenzflichen einen Lichtstrahl, so gilt

0Li(q) = 0 fir jedes Intervall I = [s1,s2]) CJ, d.h.

52
sLi(@e = [{La(a,d) ¢+ Lv(a,q) ¢} ds = 0
s1
fiir alle Testvektoren ¢ € C(]s1, so, R?).

Aufgrund des Regularititssatzes 2.3 (d) und der lokalen Minimumeigenschaft
2.5 ergibt sich daraus:

SATZ. Enthdlt das Gebiet Q) keine Grenzflichen, so folgt aus dem Prinzip der
stationdren Laufzeit das Prinzip der kiirzesten Laufzeit im Sinne von 2.5, d.h.
jede normale PC'—Parametrisierung eines in Q verlaufenden Lichtstrahls ist
C3—differenzierbar und macht £ im Sinne von 2.5 lokal zum Minimum.

Das Fermat—Prinzip fiir optische Medien mit Grenzflichen wird in 3.2 formu-
liert.

(d) Die Euler—Gleichung des Laufzeitintegrals,

L [W(a(s),d(s))] = Val(a(s),a(5)),

lasst sich im isotropen Fall L(q,v) = n(q) - ||v|| schreiben als

( qa'(s) Vn(q(s»)# "o
la )P nlals) ’

dabei ist bei gegebenem s € J fiir einen Vektor v € R®

oy nd )
’ e ¢

die Projektion von v auf die zu q'(s) senkrechte Ebene [TA].

Fiir jeden normal parametrisierten Lichtstrahl, L(q(t),q(t)) = 1, ist der Para-
meter ¢ offenbar als Zeit zu deuten. Im isotropen Fall ergibt sich durch Diffe-
rentiation der Bedingung n(q)||q|| =1

n(@)(q,d) /llall = - (Vn(a),q) (4]l
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Setzen wir dies in die Euler—Gleichung ein, so erhalten wir die normale Euler—
Gleichung fiir isotrope Medien
vn(q) 2

(EGN) 4§ = n@? @Wn(q),qm,

(b) Haben wir es bei einem ebenen isotropen Modell mit Lichtstrahlen zu tun,
die sich als Graph z +— q(z) = (z,u(x)) in der z,y—Ebene parametrisieren
lassen, so ist die Euler—Gleichung &quivalent zur Gleichung

<V”(“T’“(x)) , e($)> 7

>

=

B
Il

n(z, u(z))

Mo = et = L ()

1+ u/(x)?)3 1+ u/(x)?

die Kriimmung und der nach oben gerichtete Einheitsnormalenvektor des Strah-
les an der Stelle (z,u(z)) sind [UA]. Ziehen wir nur flache Lichtstrahlen
(Jv/(z)] < 1) in Betracht, kénnen wir diese Gleichung néherungsweise ersetzen
durch
" _ 1 on

Hiermit lassen sich einige optische Phianomene modellhaft beschreiben. Nehmen
wir an, dass der Brechungsindex mit der Dichte der Atmosphére bei wachsender
Hohe y iiber der Erdoberfliche exponentiell abnimmt,

n(z,y) = no-e” (no>1, 0<pxk 1),

so liefert (x) die DG u” = —p.
Die flach verlaufenden Lichtstrahlen

durch den Beobachterpunkt (0,yo)
sind also durch die Parabeln

1
u(x) = yo+cx — 59:102

mit |¢] < 1 gegeben. Einem Beob-
achter in (0,yo) erscheint demnach I I
von zwei gleich hohen Tiirmen der
hintere hoher als der vordere (Fig.).

Auf dhnliche Weise lisst sich erkliaren, dass die Sonne auch nach Versinken unter
die Horizontebene noch sichtbar sein kann.

Mit der DG (x) lassen sich auch Spiegelungseffekte iiber heissen Asphaltstras-
sen qualitativ erkldren. Wir nehmen an, dass an der Strassenoberflédche die Luft
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diinn ist, um dann mit wachsender Hohe dichter zu werden und von einer be-
stimmten Hohe an nahezu konstant zu sein. Dies realisieren wir durch den An-
satz

VD g 0<y <1,
n(z,y) = )
1 fir y>1
mit 0 < k < 1; dabei unterschlagen wir einen nahe bei 1 liegenden Vorfaktor
no > 1, den Brechungsindex der Luft in Hohe 1. Fiir die Lichtstrahlen durch
den Beobachterpunkt (0,1) erhalten wir folgende Lésungen der DG (x):

w(x) = 14+cx fir 0<c=1u(0) <K 1;

fir —1 < c=14'(0) <0 ergibt sich mit L :=x/v2k

I
1+ sin ™ fir 0<z<L,
T L

l—c(zx—1L) fir z>1L.

Verifizieren Sie anhand einer Skizze, dass die hier gemachten Modellannahmen
folgenden bekannten Effekt produzieren: Blickt ein Beobachter in (0, 1) iiber ein
erhitztes Strafenstiick der Lange L, so sieht er von einem dahinter liegenden
Wald (z > L) die Baumspitzen lings der Strahlen mit ¢ > 0 aufrecht, und
langs der Strahlen mit ¢ < 0 auf dem Kopf stehend mit darunter erscheinendem
Himmel.

(e) AUFGABE. MAXWELL fand 1854, dass der Brechungsindex in der Augenlin-
se von Fischen die Gestalt n(z,y) = 2ab/(a*+4r?) hat, wobei r = y/22 + 32 der
Abstand zur Linsenmitte (0, 0) ist. Zeigen Sie, dass in einem optischen Medium
im R? mit diesem Brechungsindex fiir jeden Punkt (zo,yo) ein kreisformiger
Lichtstrahl mit Mittelpunkt (xo,yo) existiert.

3.2 Erweitertes Fermat—Prinzip, Brechung und Reflexion

(a) Um die Gesetze fiir Brechung und Reflexion aus dem Fermat—Prinzip her-
zuleiten, bedarf dieses einer Erweiterung auf optische Medien mit Grenzflachen.
Wir fithren dies fiir die Brechung in einem stiickweis isotropen Medium aus.
Hierbei geniigt es, die Brechung in einem Punkt y einer Flache I' C Q zu dis-
kutieren und sich dabei auf eine Umgebung U dieses Punktes zu beschrénken.
Wir nehmen an, dass U \ I' in zwei Teilgebiete Ui,Uz mit Brechungsindi-
zes ni,ne zerlegt wird; dabei setzen wir ny € CS(Uk) N CO(Uk) voraus. Die
zugehorigen Lagrange—Funktionen sind gegeben durch
v

Li(q,v) = ni(@) [lvll  mit  VyLi(q,v) = nk(‘l)m (k=1,2).
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Wir fixieren einen im Punkt y € I' gebrochenen Lichtstrahl, wihlen eine
Parametrisierung ¢t — q(t) mit y = q(0), Lx(q(t),q(t)) =1 fiir q(t) € Us
und betrachten zwei Punkte q; = q(a) € U1, g, = q(8) € U2, o0.B.d.A.
a < 0 < B. Die Fliche I' soll er nur einmal durchstoffen und zwar nicht
tangential, d.h. q gehort zur Variationsklasse V aller reguliren PC'-Kurven
u: o, = U mit

(i) u(a):qlv U(O)EF, u(ﬂ):cbv u(T)QF fir 7#0,

(ii) die einseitigen Ableitungen u’(0+) gehéren nicht zum Tangentialraum
Tuo)T. (Normalitit der Vergleichskurven wird nicht verlangt.)

Fiir u €V ist das Laufzeitintegral wegen u(r) € Uy fir 7 <0, u(r) € Uz
fir 7>0

0 B
L(u) = le(u,l'l)dt + ng(u,ﬁ)dt = Li(u) + L2(u).

«@

Als zuldssige Variationen von q kon-
nen nicht einfach Kurven q + s ge-
wahlt werden, da diese in der Regel
nicht zu V gehoéren. Unter einer gebro-
chenen Variation verstehen wir eine
Schar  {q, | |s|] < €} von Kurven
q, € V mit den Eigenschaften

i) a=a.

(ii) Die Schar (s,7) — q,(r) ist C'-
differenzierbar in |—¢,e[x [, (k=1,2)
mit [1 = [Oz,(]], IQ = [O,ﬁ] .

q(@)
Us

(iii) Der Variationsvektor ¢, gegeben durch ¢(t) := %qs(t)L:O ist eine
stiickweis glatte Kurve.

Das Fermat—Prinzip 3.1 (c) wird auf den Fall der Brechung durch den folgen-
den Zusatz erweitert: Fiir einen im Punkt y € I' gebrochenen Lichtstrahl ist
mit den vorangehenden Bezeichnungen

A~ s = 0
ds —o

fiir jede gebrochene Variation {q, ||s| < 1} mit Variationsvektor ¢.

(b) SATZ. Aus dem erweiterten Fermat—Prinzip ergeben sich zwei Folgerungen:

(i) Auf I\ {0} erfiillt q die Euler-Gleichung

& [WLia(,a0)] = Valela@,a) — (k=12).
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(ii) Fir die einseitigen Ableitungen
vi:=4(0-), v2:=4q(0+)
gilt das Brechungsgesetz

Vi Va2

—no(y) — L TyT.
[[v2ll Y

Hieraus folgt das nach SNELLIUS be-

nannte Sinusgesetz

ni(y) |

[vall

ni(y)sinar = na(y)sinas

fiir die Winkel oy zwischen v und der
Flachennormale im Punkt y.

BEMERKUNGEN. (1) Trennt die Fliche I" zwei anisotrope Medien mit Lagran-
ge—Funktionen Lg(q,v) = ne(q,v/[|v|) - ||v] (k= 1,2), so ergibt sich aus
dem folgenden Beweis die Bedingung

VoLi(y,vi) — VoLa(y,v2) L TyI'.

(2) Auch fiir den gebrochenen Strahl ergibt sich die lokale Minimumeigenschaft
2.5: Wéahlen wir auf einem im Punkt y € I' gebrochenen Strahl die Punkte
d,,d, hinreichend nahe bei y, so gilt mit den Bezeichnungen (a)

L(q) < L(u) firalle ueV.

Auf den BEWEIS konnen wir an dieser Stelle nicht eingehen.

BEWEIS des Satzes.

(i) Da q auf [a,0[, ]0,0] eine normale Parametrisierung ist, folgen die C*-
Differenzierbarkeit und die Euler—Gleichungen auf diesen Intervallen aus dem
Regulirititssatz 2.3 (d) fiir parametrisch—elliptische Probleme.

(i1) Sei {q, ||s| < 1} eine gebrochene Variation. Differentiation des Parame-
terintegrals L(q,) = L1(q,) + L2(q,) ergibt

d

fq( (VaLi(a, @), @) + (VvLi(a, @), ¢)) dt

s=0

+

O —w

((VaLa(a, @), @) + (VvL2(q,a),¢")) dt

= 0Li(a)p + 6L2(q)p =: 6L(a) .

Nach partieller Integration und Ausniitzung der Euler—Gleichungen folgt aus
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dem erweiterten Fermat—Prinzip

0 = dL(a)p

(VoLi(y,v1) = Vo La(y,v1), ¢(0))

<m<y> |"— na(y) —2-, <P(0)>~

[vall [vall

Sei w € TyT, d.h. es gebe eine C*Kurve « : |-r,r[ — T mit «(0) =y,
a’(0) = w. Wir wihlen fiir [—¢,¢] C ], 8] eine Testfunktion ¢ € CX(]—¢,¢]
mit 1 (0) = 1 und setzen

q,(t) == a(t) + () - (a(s) — a(0)).
Dann gilt qy(t) = q(t) und wegen (o) =9 (8) =0, a(0) =y =q(0)
q,(@) =q(a) =q;, q,0)=a(s)el’, q,B)=a(B)=qa,,

Pt) = a0 = vma's), ko ¢(0) = w.

Somit ist das Brechungsgesetz hergeleitet, wenn noch sichergestellt ist, dass
q, € V fir e|s| < 1, dh. dass q, die Fliche I nur einmal und nicht
tangential trifft. Es gilt q,(t) = q(¢) fiir |t| > ¢, und wegen ||q,(t) — q(t)] <
9]0 - [x(s) — a(0)]| ldsst sich fiir |s| < 1 erreichen, dass der Anteil von
d,(t) in Richtung der Flichennormalen fiir |¢{| < & genauso wenig verschwindet
wie der von q(t). O

(¢) Die in der Bemerkung (2) ausgesprochene Minimumeigenschaft ist nur eine
lokale. Wir studieren dies an einem Beispiel in der Ebene als Schnitt einer
achsensymmetrischen Situation. Die Grenzlinie

r = {(a:,f(x)) }melR}

trenne zwei optische Medien mit kon-
stanten Brechungsindizes ni unterhalb
und ng > ni oberhalb. Fiir f € CQ(R)
gelte

f0)=f(©0)=0, f'(0)>0.
Wegen f/(0) = 0 erfiillt der Lichtstrahl
{z = 0} in y = 0 das Brechungsgesetz
mit Winkeln o7 = oo = 0. Auf diesem
wihlen wir zwei Punkte q; = (0,b1),
qy = (O,bz) mit by < 0 < by und be-
trachten die skizzierte stiickweis gerade
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Vergleichskurve von q; iiber q(s) = (s, f(s)) nach q,. Fiir diese ergibt sich die
Laufzeit

L(s) = milla(s) —a|l + n2fla(s) —ayll,  und es folgt
L'(0)y=0, L"(0)= ‘%' (1= f7(0) + ‘%' (1 =2 £(0)) .

Wihlen wir —b1, bz hinreichend klein, so ist L"”(0) > 0 und L(s) > L(0) fiir
0 < |s|] < 1 in Ubereinstimmung mit der Bemerkung (2).

Fiir geniigend grofie Werte von —by, bo ist hingegen L”(0) < 0, und das Stiick
des Lichtstrahls zwischen q; und q, liefert ein Maximum der Laufzeit fiir die
betrachteten Vergleichskurven mit |s| < 1.

(d) AUFGABE. Ubertragen Sie den Begriff der gebrochenen Variation und das
erweiterte Fermat—Prinzip auf einen Lichtstrahl ¢+ q(¢), der im Punkt y =
q(0) einer Fliche I reflektiert wird. Leiten Sie fiir die einseitigen Ableitungen
vi:=q'(0-), v2:=q'(0+) das Reflexionsgesetz
Vi1 _ Vo
[vall - [lval

1 Tyl

her, und schlieflen Sie auf die Gleichheit von Einfalls— und Ausfallswinkel.

Auch hier liefert der Lichtstrahl das Minimum des Laufzeitintegrals in der zu
hinreichend nahe bei y auf dem Lichtstrahl liegenden Punkten q,, q, gehorigen
Variationsklasse V. Hingegen ergibt sich bei der Reflexion an einem sphérischen
Hohlspiegel S fiir q;,q, € S ein Maximum der Laufzeit [TA].

(e) Mit der in (a) verwendeten Methode ldsst sich das Problem Punkt—
Fliche fiir parametrisch-elliptische Integranden L(q,v) auf Q x R? behandeln.
Gegeben seien eine Fliche I' in ©Q und ein Punkt q, € @\ I'. Auf der Variati-
onsklasse V aller PC'-Kurven u: [0,8] — Q mit

u(0)=q,, u@)el, u@®)#I fir 0<t<pg,

welche I' nicht tangential treffen, betrachten wir
B
F(u) = [L(u,u')dt.
0

Liefert die normale Kurve q € V ein lokales Minimum von F in V), so erfiillt
q die Euler—Gleichung in [0, 8, und es gilt die Transversalitéitsbedingung

Vv L(q(B),a(B)) L Tyl

= 0 fiir Variatio-

Dies folgt #hnlich wie in (a) aus der Bedingung £ 7F(q,) o

ds
nen q, €V mit g, =q [UA].
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3.3 Strahlenbiindel und Wellenfronten

(a) Wir betrachten ein optisches Medium ohne Grenzflichen in einem Gebiet
Q C R3, beschrieben durch eine parametrisch-elliptische Lagrange-Funktion L.
Lichtstrahlen identifizieren wir im Folgenden mit ihren normalen Parametrisie-
rungen t+— q(t), fir die also

L(q(t),q(t)) =1

gilt; der Zeitparameter ¢ ist dabei bis auf Translationen eindeutig bestimmt,
vgl. 2.2 (c).

Als Analogon zum Begriff des Impulses in der Mechanik ordnen wir jedem Licht-
strahl den Wellenvektor

t — p(t) == VvL(a(t),a(t))

zu und nennen die Kurve ¢ (q(t),p(t)) im Phasenraum Q x R?® die Erwei-
terung von q.

Zur Erfassung des Wellenaspekts gehen wir dazu iiber, Lichtstrahlen durch die
Hamiltonschen Gleichungen

(HG) q@t) = VeH(a(t),p(t)), () = —VaH(q(?),p(t)),

zu beschreiben, zu ergénzen durch die Normalisierungsbedingung

hierbei ist H die zu L gehdrende parametrische Hamilton—Funktion, vgl. 2.6,
2.7.

Unter einer Strahlenschar verstehen wir eine Schar von Lichtstrahlen ¢ —
Q(t,c), deren Parameter ¢ = (c1,c2) ein einfaches Gebiet A € R? durchliuft
und fiir welche die erweiterte Schar

(t,e) — R(t,c) == (Q(t c),P(tc))
mit P(t,¢) :== Vo, L(Q(t,¢), Q(t,c)) C?differenzierbar ist.
Wir schreiben bei Bedarf ¢y anstelle von ¢ und vereinbaren die Abkiirzungen

S _a0.22Q _9Q p_sp._ P . 9P
Q*aOQ* at7 8O¢Q* 80(1’ PfaOP = 8t7 804P = aCa7

fir a=1,2 und

a; = <P781Q> (Z = 0,172)
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Fiir Strahlenscharen Q : I x A — Q und «,8 = 0,1,2 definieren wir die
Lagrange—Klammern

[carea] = (0aP,05Q) = (03P,0.Q) = D 5255 — 5 5

i=1

> (api 0Q; 0P, 8@)

Diese sind C'-Funktionen von (t,¢) = (t,c1,c2) = (co,c1,c2); die etwas unge-
wohnte Symbolik [ca,cs] entspricht althergebrachter Tradition. Offenbar gilt
[Cﬁv Ca] = _[COH CB]'

Eigenschaften von Strahlenscharen
(1) Oras — O2a1 = [Cla 02] 5
(2) apg = 17

(3)  [casco] = [eco,cal =0 (a=1,2),

Oaa _
(4) W*O (a=1,2),

0
(5) 7 lerel]=0.
Die zeitliche Konstanz der Lagrange—Klammer [c1, c2] bewies LAGRANGE 1808.
BEWEIS.
Es gilt
(x)  Oraz — Ora1 = (0P, 0:Q) + (P,010:Q) — (0:P,0:Q) — (P, 0.0, Q)
= (01P,0:Q) — (%.P,0:1Q) = [c1,¢2].

Aus den Hamilton—Gleichungen (HG), der Normalisierungsbedingung (N) und
der Homogenitéatsrelation fiir H aus 2.6 folgt

ao = (P,Q) = (P,V,H(Q,P)) = H(Q,P)=1,

_ %%7%9@)
[eas co] = Z(aca ot 0t dce

=

3
_ oP; OH OH 0Q;

0
= 5 [HQP)] =0,
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0t 0
W = a(R%Q) = <80P7804Q>+<P7808aQ>

D (9.P,80Q) + (P,0.8Q) = Ouao 2 0.

(5) ergibt sich aus (1) und (4). |

(b) Das nachfolgend einzufiihrende Konzept des Strahlenbiindels beinhaltet
eine Rang— und eine Integrabilitétsbedingung. Um diese zu motivieren, betrach-
ten wir eine durch einen Punkt q, € € laufende Strahlenschar, die wir wie
folgt festlegen:

Der Zeitparameter ¢ ist fixiert durch die Bedingung

Q(O7C) = Y,

als Scharparameter ¢ = (c1,c2) wihlen wir die Winkelkoordinaten auf der
geschlitzten Einheitssphére, festgelegt durch die Strahlenrichtungen zur Zeit
t = 0. Fir ¢t > 0 deuten wir

S = {Q(t,c)| ceA}

als den Ort der Punkte, an denen ein in q, zur Zeit 7 = 0 ausgesandtes Lichtsi-
gnal nach der Zeit ¢ eintrifft und nennen diese Menge mit HUYGENS eine Wel-
lenfront (entsprechend fiir ¢ < 0 durch Zeitumkehr). Solange X, eine Fliche
ist, was fiir 0 < [t| < 1 der Fall ist, gelten nach 3.2 (e) die Transversalitéts-
bedingungen

<P(t,c),8aQ(t,c)> =0 fir a=1,2,

denn die Laufzeit von q, bis ¥; ist fiir alle Strahlen der Schar gleich, so dass
diese die Extremalen eines Punkt-Fliache-Problems sind. Fiir ¢ = 0 gelten die
Transversalitdtsbedingungen wegen 9,Q(0,¢) = 0 (a = 1,2) ebenfalls. Aus
dem Verschwinden der Skalarprodukte ao = (P,0,Q) (a = 1,2) folgt nach
(%) die Integrabilitdtsbedingung [ci, c2] = 0.

Nach Konstruktion entartet die Schar Q fiir ¢ = 0 zu einem Punkt; dafiir fiillen
die Strahlenrichtungen die Einheitssphére aus. Wir folgern hieraus, dass die
6 x 3—Matrix

dR = (aOQ %Q 82Q> mit R := (Q>
P o0LP 0P P

an jeder Stelle (0, c) die Rangbedingung

Rang dR(0,c) =3
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erfiillt. Denn aus

2 2
Z i &Q(O,c) =0, Z i &;P(O,C) =0 mit \; € R
=0

=0

folgt wegen 0oQ(0,¢c) = Q(O,c) # 0, 9;Q(0,c) =0 fir ¢ = 1,2 das
2

Verschwinden von Ao; es bleibt Y X:9;P(0,¢) = 0.

i=1
Da die Vektoren 81(Q(O,c)7 aQQ(o, ¢) nach Konstruktion linear unabhéngig
sind, gilt dies auch fir 0:P(0,c), 0P(0,c), denn P und Q sind nach
2.6 (b) durch den Diffeomorphismus v — V,L*(q,v) miteinander verbunden,
und die Behauptung folgt durch Anwendung der Kettenregel. Somit folgt auch
A1 = X2 =0, d.h. die Spalten von dR(0,c) sind linear unabhingig.

Fiir t # 0 ist 90Q(¢,¢) = Q(¢,¢) # 0 orthogonal zu den linear unabhingigen
Vektoren 01Q(t,c), 92Q(t,c), also ist Rang dQ(t, c) = 3. Somit gilt

Rang dR(t,c) =3 fiir alle ¢,c.

Die Rangbedingung und die Integrabilitidtsbedingung (01 P, 3.Q) = (0:P, 1 Q)
legen wir dem Konzept des Strahlenbiindels in (d) zugrunde:

Unter einem Strahlenbiindel in einem Gebiet @ C R? verstehen wir eine
Strahlenschar Q : IR x A — Q, fiir welche die Rangbedingung

RangdR =3 auf Rx A
mit R =(Q,P) und die Integrabilititsbedingung
[e1,c2] =0 auf Rx A

erfiillt sind.

Bei diesem Konzept der Lichtausbreitung werden zunéchst keine Annahmen
tiber die Erzeugung durch Lichtquellen gemacht. Wir zeigen im Folgenden, dass
Strahlenbiindel aufgrund der Integrabilitdtsbedingung Wellenfronten besitzen
und dass diese genau die Strahlenscharen sind, fiir die es eine Wellenfront gibt,
auf der die Rangbedingung erfiillt ist.

(c¢) Eine Menge X C Q heifit eine Wellenfront einer Strahlenschar Q, wenn
es eine C?~Funktion o auf A gibt, so dass mit

q(c) = Q(t+o(c),c), p(c):=P(t+o(c)c)
erstens ¥ = q(A) gilt und zweitens die Transversalititsbedingungen
<p(c),8aq(c)> =0 fir a=1,2, ceA

erfiillt sind.
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Eine Wellenfront kann die Gestalt ei-
ner Fliche besitzen, sie kann aber auch
stellenweise oder iiberall zu niederdi-
mensionalen Gebilden entarten. Die
nebenstehende Figur zeigt ein Strah-
lenbiindel mit einer eindimensionalen
Wellenfront.

Hat ein Strahlenbiindel Q einen Kno-
tenpunkt q, d.h. gilt

Q(tov C) =qq

fiir ein tp € R und alle ¢ € A (stig-
matisches Biindel), so ist {q,} eine
Wellenfront geméfl der Definition mit der Funktion o = const = to. Die
Transversalitéitsbedingung ist hier nach 3.3 (c) (5) wegen 9.Q(to,c) =0 (o=
1,2) fir ¢t =to erfillt.

SATZ. Fiir jede Strahlenschar Q mit [c1,c2] =0 gibt es eine C*-Funktion o
auf A, so dass durch

¥ = q,(A) mit qc) == Q(t+o(c),c), tER

Wellenfronten von Q gegeben sind, und so entstehen alle Wellenfronten von Q.

Strahlenbiindel besitzen somit Wellenfronten. Jede Wellenfront entsteht also
aus einer festen Wellenfront > durch Translation in der Zeitkoordinate. Wird
ein Strahlenbiindel von einer Lichtquelle erzeugt, so ist diese eine Wellenfront;
umgekehrt kann jede Wellenfront als Lichtquelle gedeutet werden.

Nach dem Satz sind die Transversalititsbedingungen (p,(c),d.q,(c)) = 0
(a = 1,2) fiir alle t,c erfiillt. Diese besagen, dass sich die Wellenfronten in
Richtung der Wellenvektoren ausbreiten, denn letztere stehen senkrecht auf den
Wellenfronten, und nach 3.3 (a) (2) gilt (q,,p;) = a0 = 1. Fiir isotrope Medien
gilt L(q,v) = n(q)-||v] und VyL(q,v) = n(q)v/||v|, alsosind Q und
P=V,L(Q, Q) gleichgerichtet, d.h. auch die Biindelstrahlen durchsetzen die
Wellenfronten orthogonal.

Vor dem Beweis vereinfachen wir die Beschreibung der Wellenfronten durch
Reduktion auf den Fall ¢ = 0:

Eine Strahlenschar Q mit [c1, c2] =0 heifit synchron, wenn sich alle Wellen-
fronten in der Form

Y = Q,A) mit Q,(c) := Q(t,c), teR

darstellen lassen. In diesem Fall haben die Transversalitdtsbedingungen die Ge-
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stalt

(T) (P,0.Q) = 0 auf RxA fir a=1,2.

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist durch
Q'(t,c) == Q(t+o(c),c) = q,c)

ein synchrone Strahlenschar Q* mit [¢], ¢3] = 0 den gleichen Wellenfronten >,
gegeben. Ist Q ein Strahlenbiindel, so auch Q.

Q" ist ebenfalls ein Strahlenbiindel: Mit dem C?-Diffeomorphismus h(t,c) =
(t+o(e),c) gilt Q" =Qoh, P"=Poh und

() 9aQ’(t,c) = aq,(c) = Q(h(t,c))dao(c) + JaQ(hi(t,c)),

(xx) (P*,Q") = (Poh,Qoh) = ap = 1 nach 3.3(c),

*

woraus sich die Integrabilititsbedingung und RangdR* = RangdR fiir Q
ergeben [TA].

BEWEIS des Satzes.

(i) Nach 3.3 (a) sind die Skalarprodukte ao = (P,0.Q) (a = 1,2) zeitlich
konstant, diirfen also als Funktionen auf A aufgefasst werden. Weiter gilt die
Integrabilitdtsbedingung d1as — d2a1 = [c1,¢2] = 0, es gibt daher eine (ox=
Funktion o auf A mit

0a0 = —aqo fir a=1,2.
Fir

a,(c) = Q(t+oa(c),c), pi(c) = P(t+o(c)c)
gilt dann wegen (x), (%)

Py, 009;) = Oao4aa = 0 fir a=1,2,

somit sind die 3; = q,(A) Wellenfronten von Q.
(i1) Ist ¥ = q(A) eine Wellenfront von Q, also

a(c) = Q(7(c),¢), p(c) = P(r(c),c)

mit einer C*~Funktion 7 auf A, so liefern die Transversalititsbedingungen mit
der gleichen Rechnung wie eben 0 = (p,9aq) = 0aT + aa fir a =1,2, also
Oa(t—0) =0 (@ =1,2) und damit 7 — o = const =: to, was 3 = Xy,
bedeutet. O
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(d) SATZ. FEine Strahlenschar Q ist schon dann ein Strahlenbindel, wenn es
eine Wellenfront ¥ = {Q(o(c),c) | c € A} gibt, auf welcher die Rangbedingung

(*) RangdR(o(c),c)=3 fir ceA

erfillt ist.

Aus (c) und (d) ergibt sich folgende Charakterisierung von Strahlenbiindeln:
Ist fiir eine Strahlenschar Q die Integrabilitdtsbedingung [c1,c2] = 0 zu ei-
nem Zeitpunkt erfiillt, so ist sie fiir alle ¢ erfiillt, und Q besitzt Wellenfronten.
Ist (nach Synchronisation) die Rangbedingung dR(¢,¢) = 3 auf A zu einem
Zeitpunkt erfiillt, so gilt sie immer, und Q ist ein Strahlenbiindel. Unter Licht-
quellen verstehen wir Wellenfronten synchronisierter Strahlenbiindel.

Die Frage, welche Gebilde ¥ in 2 als Strahlenbiindel erzeugende Lichtquellen
in Frage kommen, gehort zum Themenbereich der Charakteristikentheorie.
Jede orientierbare zweidimensionale Fléche ¥ erzeugt ein maximal definiertes
Strahlenbiindel (hierbei kénnen die Definitionsintervalle der Biindelstrahlen ech-
te Teilintervalle von R sein); ein lokales Resultat in dieser Richtung wird in
Bd.2, §7:3.4 gezeigt. Fiir eine umfassende Darstellung der Charakteristiken-
theorie verweisen wir auf [6] Ch. 6.10.

BEWEIS.

(i) Nach 3.3(a) (5) sind die an = (P,0.Q) zeitunabhingig, also folgt aus
den Transversalitdtsbedingungen aq(c) = (P(o(c),c),0.Q(o(c),c)) = 0 fur
alle ¢ € A und damit [c1,c2] = Hraz — 92a1 = 0 auf A. Nach dem Satz (c)
wird Q also von Wellenfronten iiberdeckt und kann synchronisiert werden. Da
Rang— und Integrabilitdtsbedingung bei der Synchronisation erhalten bleiben,
diirfen wir ¢ = 0 annehmen.

(ii) Die Vektorfelder (X;(t),Y:(t)) := (8:;Q(t,c), 3P (t,c)) = iR(t,c) im RE
(1 =0,1,2) erfiillen fiir festes ¢ € A die linearisierten Hamilton—Gleichungen

(x)  X(t) = A@t)X(t) + B(t)Y(t), Y(t) = C(t)X(t) + D(t) Y ()

mit
Grl) = gop(@p).  bal®) = 5o (a(t)p(0).
calt) = —po (@) dult) = — 50 (a0 p(0)

und q(t) := Q(t,c), p(t):=P(t,c) [0A]. Nach Voraussetzung hat die 6 x 3—
Matrix
( Xo(t) Xa(t) Xaft) )

= dR(t,c)
Yo(t) Yi(t) Ya(t)
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fiir ¢ = 0 den Rang 3. Ergéinzen wir die Spalten si1,s2,83 von dR(0,c) zu
einer Basis (si,...,s6) des R® und 16sen wir das homogen lineare Differential-
gleichungssystem (*) mit den Anfangswerten (X(0),Y(0)) =sx (k=1,...,6),
so erhalten wir nach Bd. 2, §3:1.1 sechs Losungen, die fiir jedes t € R line-
ar unabhéngig sind. Insbesondere sind dann die Spalten von dR(t,c) linear
unabhéngig fiir jedes t € R. m]

3.4 Brennpunkte

Ein Punkt q = Q(¢, ¢) heifit ein Brennpunkt mit Brennzeit ¢ zum Parame-
terwert ¢ € A eines synchronen Strahlenbiindels Q, falls

RangdQ(t,c) < 3.
Die Menge der Brennpunkte bildet die Brennfldche oder Kaustik des Strah-
lenbiindels.

In einem Brennpunkt q = Q(¢,c) hat also die Wellenfront X, eine Entartung.
Diese kann darin bestehen, dass sich eine Schar von Lichtstrahlen in q schneidet
oder dass es beliebig nahe bei q Schnittpunkte von Strahlen gibt.

Beispiele fiir das Schneiden in einem Punkt liefern Knotenpunkte und die Punk-
te der in (a) dargestellten eindimensionalen Wellenfront. Kaustiken kénnen eine
komplizierte Gestalt besitzen; ihre lokale Geometrie lésst sich auf Normalformen
reduzieren, siehe [13].

SATZ (A. MAYER, VON ESCHERICH um 1900). Fir jeden Parameterwert c € A
besteht die Menge der Brennzeiten

{t € R | RangdQ(t,c) < 3}

aus isolierten Punkten, d.h. jedes kompakte Intervall enthdlt nur endlich viele
Brennzeiten.

Der BEWEIS beruht auf der Tatsache, dass fiir jedes ¢ € A die Vektorfelder
X;(t) = 0:Q(t,c), Yi(t) := 9;P(t,c) (i=0,1,2) Losungen eines linearen
Differentialgleichungssystems erster Ordnung sind (den linearisierten Hamilton—
Gleichungen, vgl. (c) Beweisteil (ii)), was zur Folge hat, dass die 6 x 3-Matrizen

Xo(t) Xi(t) Xa(t) Xo(t) Xi(t) Xa(t)
Yo(t) Yi(t) Yat) ) Xo(t) Xi(t) Xa(t)

aufgrund der Rangbedingung beide den Rang 3 besitzen. Taylorentwicklung von
X;(t) = 0;Q(t,c) in Brennzeiten t = to fithrt fiir die Determinante A(t,c) :=
det dQ(t,c) auf die Darstellung

Ato+t,c) = Mt F 4+ o(t>")
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mit Ax # 0, lin(l)o(s)/s =0 und k := RangdQ(to,c) < 3. Hiernach gibt

es zu jeder Brennzeit to eine Umgebung ohne weitere Brennzeiten. Der in [6]
Ch.6, 2.4, Prop.2 gegebene Beweis ldsst sich fiir den Variationsintegranden
F(t,q,v) = L*(q,v) unschwer auf die hier betrachtete Situation iibertragen
(L* wie in 2.3 (b)).

Obwohl die Brennzeiten fiir jeden Biindelstrahl isoliert liegen, kann es gesche-
hen, dass auf einem Strahl mit Parameterwert cg Brennpunkte zu Parameter-
werten ¢ = ¢o sogar ein ganzes Lichtstrahlsegment ausfiillen. Dies tritt z.B. bei
axialsymmetrischen Biindelkonfigurationen auf, siche Aufgabe 3.5 (b).

3.5 Beispiele

(a) Das folgende einfache zweidimensionale Beispiel kann als ebener Schnitt
in einem axialsymmetrischen dreidimensionalen Medium mit der y—Achse als
Rotationsachse aufgefasst werden. Es dient vor allem der Illustration der in 3.3
und 3.4 eingefithrten Begriffe.

In einem Medium in der z, y—Ebene mit
Brechungsindex n = 1 (also L(q,v) =
Ivl, H(ap) = IIpl) sei Q(t,c) die
Schar der geraden Lichtstrahlen, welche
die Parabel ¢+ (c,c?/2) zur Zeit t = 0

senkrecht schneiden. \

Es ergibt sich \\\\ 74
Y 4

ct c t N\

S S \\/7
It 2 Vite i/

i

Q(t,c)= (c

Dabei ist
Rang dR(t,c) = 2
fir R=(Q,P).
Die Kaustik ist
{(—03, 1+3c¢%/2) ‘ c€E ]R}
(siehe nebenstehende Figur).
Die Wellenfronten X; zu der}. Zeiten t =0, %, 1, %, 2 haben die auf dem néchsten
Bild gezeigte Gestalt (der Ubersichtlichkeit halber sind diese in verschiedenen
Zeitebenen dargestellt).
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e

(b) Die Geradenschar mit Parameter ¢ = (c1,¢2), |c| <1,

Q(t,c) = ((1+i) cl, (1+L) ca2, \/§<1+w—1t>) mit
w2 w2 w2
wi = \f1—|le|*, w2 = \/2—[c|?,

besitzt die nebenstehend abgebildete Kaustik. (Wir interpretieren Q nicht als
Strahlenschar eines optischen Mediums.)

Denn es gilt

det dQ(t, c) f
2 ( ¢ +1)(wiz+w?) :

w2

wi1wWw2
woraus sich fiir jedes ¢ mit |c|| <1
die Brennzeiten

t1 = t1(c) = —wa,

t2 = ta2(c) = —wiws
mit #1(0) = t2(0) = —v/2 und ti(c) < t2(c) fiir ¢ # 0 ergeben.
Die Brennpunkte

Qlta(e),e) = (lel’er, llelPez, V2(1 — uf)
durchlaufen den trompetenformigen Teil der Kaustik.

Die Brennpunkte

Q(t1(c), c) = (0,0,V2(1 — w1))
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zu den Parameterwerten ||c|| < 1 fiillen das Segment {(07 0,s) | 0<s< \/i}
auf der Rotationsachse, der ¢>~Achse aus. Diese Gerade gehért zum Parameter-
wert co = 0, und der Ursprung ist der einzige Brennpunkt mit Parameterwert
Co = 0.

3.6 Die Eikonalgleichung

(a) Unter einem Strahlenfeld im Gebiet € verstehen wir eine Strahlenschar
Q: Io x Ap — © mit den Eigenschaften:

(i) Io C R ist ein offenes Intervall, Ao C IR? ist ein einfaches Gebiet.

(ii) Q ist ein C*-Diffeomorphismus zwischen Iy x A¢g und einem (dann eben-
falls einfachen) Teilgebiet Qo C Q.

(iii) (P,0.Q) =0 fir a=1,2.

Diese Definition macht auch Sinn, wenn wir als Definitionsbereich fiir Q einen
schiefberandeten Zylinder {(t,c) | ¢ € A, ti(c) < t < tz2(c)} mit C*-
Funktionen t; < t2 auf A zulassen.

Ein Strahlenfeld ist offenbar ein synchrones Strahlenbiindel auf einem Zeitinter-
vall Ip (statt sonst R).

Ist qq = Q(to,co) kein Brennpunkt eines synchronen Strahlenbiindels, so gibt
es wegen RangdQ(to,co) = 3 nach dem Umkehrsatz Umgebungen Uy C
R x A von (to,co), Q0 C ©Q von qg, so dass Q einen C?>-Diffeomorphismus
zwischen Up und ¢ vermittelt; hierbei diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass Uy
Zylindergestalt Iop x Ap hat mit einer offenen Intervallumgebung von ¢y und
einem einfachen Gebiet Ag. Die Einschrinkung von Q auf Up,

Q: I x Ao — Q,

ist dann ein Strahlenfeld. Wir nennen sowohl dieses als auch dessen Bild einen
feldartigen Teil von Q.

(b) Wir zeigen jetzt, dass auf jedem feldartigen Teil Q¢ = Q(Up) eines syn-
chronen Strahlenbiindels mit Uy = Iy x Ag die Ausbreitung der Wellenfronten
durch die Eikonalgleichung beschrieben wird. Auf Q¢ ldsst sich das Wellenvek-
torfeld als Funktion des Ortes schreiben, bezeichnet mit

p:=PoQ':Qy— R

SATz. Es existiert eine C®—Funktion S auf Qo mit VS =p. Diese erfiillt
die Eikonalgleichung

H(q,VS(q))=1, kurz H(q,VS)=1,
und es gilt

S(Q(t,e)) =t+a auf Uy mit einer Konstanten a;
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insbesondere sind die Niveauflichen von S die Wellenfronten des eingeschrdink-
ten Strahlenbindels.

Die Funktion S wird ein Eikonal des Strahlenfeldes genannt; als Stammfunk-
tion des Vektorfelds p ist sie bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

BEWEIS.

3
(i) Aus P=poQ folgt 9;P; = 9p;(Q)9:Q¢ und mit 3.3 (c), (d) ergibt
=1
sich

o
I

3
Cl,Ck Z 8Pj 8kQ] kaPj 8ZQJ)

3
> (Oepj — 95pe) (Q) 0iQr 0k Q; (i,k=0,1,2).
=

Jt=1

Wegen der Diffeomorphieeigenschaft von Q sind die Matrizen dQ = (9:Q¢)
an jeder Stelle invertierbar, so dass wir hieraus die Integrabilitétsbedingungen
Oep; — 9jpr = 0 auf dem einfachen Gebiet Qo = Q(Up) erhalten. Das C*-
Vektorfeld p auf 2o besitzt somit eine (C3—differenzierbare Stammfunktion S :
QO — IR

(ii) Wegen VS(Q) = (VS)oQ =poQ =P ergibt sich mit der Normali-
sierungsbedingung (N) aus 3.3 H(Q,VS(Q)) = H(Q,P) =1 und damit die
Eikonalgleichung

H(q,VS(q))=1 fir q€Qo.
Wegen (5) in 3.3(a) und der Transversalitéitsbedingungen (T) in 3.4 (c) fiir
synchrone Strahlenbiindel folgt weiter

2(S0Q) = (VS(Q),Q) = (P.Q) = a0 = 1,

9a(S0Q) = (V5(Q),8.Q) = (P.8.Q) =
Somit hat S(Q(¢,¢)) — ¢ einen konstanten Wert a, d.h. es gilt

S5(Q(t,c)) =t+a auf Uy.

Hieraus folgt die Mengengleichheit ¥; = {S = t + a}. Denn fir q € 3,
gilt q = Q(¢t,c) fir ein ¢ € Ao, alsoist S(q) = S(Q(t,c)) =t +a, dh
qe{S=t+a}.

Umgekehrt gibt eszu q € {S = t+a} ein Paar (7,¢) € I xA¢ mit q = Q(7,¢)
also S(Q(7,c)) =t+a. Hieraus folgt t+a = 5(q) = S(Q(r,c)) = 7+a, also
7=t und damit q € ;. O
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Fiir isotrope Medien mit der Hamilton-Funktion H(q,p) = ||p||/n(q) ldsst
sich die Eikonalgleichung in der Form

IVS@@)l = n(a)

schreiben. Hieraus lesen wir ab, dass die Wellenfronten an Stellen mit groflerem
Brechungsindex enger beieinander liegen als an Stellen mit kleinerem Brechungs-
index, was nach Definition von n und S auch plausibel ist.

(c) Wir zeigen jetzt, dass umgekehrt zu jeder Losung S der Eikonalgleichung
ein feldartiges Strahlenbiindel gehort, dessen Wellenfronten die Niveauflichen
von S sind.

Gegeben sei eine C3-Losung S : Q; — R der Eikonalgleichung
H(a, VS(a) =1 fir g€

auf einem Teilgebiet Q1 C Q.

Wir fixieren einen Punkt q, € €1 und nehmen 0.B.d.A. S(q,) =0 an. Aus
H(qy,VS(qy)) =1 und H(qy,0) =0 folgt p,:= VS(qy) # 0, daher kénnen
wir die Niveaufliche ¥ := {S = 0} nahe q, durch eine C*-Parametrisierung
d: A — R darstellen, wobei A; ein Gebiet in R? ist und wir o0.B.d.A.
0€ Ay, ®(0) =q, annehmen diirfen.

Wir betrachten das Anfangswertproblem
() alt) = VeH(q(t), VS(q(t),  a(0) = ®(c) mit ce Ay,

Dessen maximal definierte Losung (¢, c¢) — Q(¢,c) ist in einer Umgebung von
(0,0) definiert und C*-differenzierbar, vgl. Bd.2, §5:1.1.

SATZ. Nach geeigneter Verkleinerung von A1 zu einem Gebiet Ao C R? gibt
es eine Intervallumgebung Ip von t = 0, so dass das oben definierte Feld Q :
Io X Ao — Qo ein Strahlenfeld ist mit den Wellenfronten

S = {S=t} fir tcl.

Hierbei haben wir S auf das verkleinerte Teilgebiet Qo := Q(lo X Ag) C Q1
eingeschrinkt und dadurch ein Eikonal fiir Q erhalten.

BEWEIS.

(i) Mit VS und Q ist P := V.S(Q) ebenfalls C?~differenzierbar, und es gilt
nach der Eikonalgleichung, nach (%), aufgrund der Euler—Relation fiir H und
nach 3.3 (a)

(1 HQ,P) =1,
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2) Q = Vo,H(Q,VS(Q) = Vu,H(Q,P),

() 2(50Q) = (VS(Q).Q) = (P.VH(P.Q)) =

Ferner gilt

(4)  (P,0.Q) = (VS(Q),0.Q) = %wo@ 0,

dies folgt aus
0.0
Ot Ocq,

und S(Q(0,c)) = S(®(c)) =

0
Oca

(ii) Die 04Q(0,0) = 0.®(0) (a = 1,2) sind linear unabhingige Vektoren
orthogonal zu p, = V.S(q,) = VS(Q(0,0)) = P(0,0), und wegen

_ 99 S
°Q) = ag(s Q)
0

fir ¢ € Ap mit der Konsequenz

9 (§0Q)(t,c) = é}@oQXQ@ — 0 fir a=1,2, cé€Ao.

3)

<80Q(070)7p0> = <Q(070)7P(070)> 1

hat die Jacobi-Matrix dQ(0,0) mit den Spalten 9;Q(0,0) den Maximalrang
3. Wir finden daher wie oben nach geeigneter Verkleinerung von Ao zu einer
einfachen, wieder mit Ag bezeichneten Umgebung von 0 eine Intervallumgebung
Iy von 0, so dass Q ein C2-Diffeomorphismus zwischen Uy = Io x Ag und
QO = Q(Uo) ist.
(iii) (Q,P) erfillen die HG: Nach (2) und (1) gilt mit L* = $L? H*:=1iH?
Q = V2 H(QP) = VpH'(Q.P).
Nach 2.6 (b) folgt L(Q,Q) =1 (aus (1)) und
P = VvL*(Q,Q) = VVL(QvQ)7

d.h. P ist das Q zugeordnete Wellenvektorfeld. Aus P = V.S(Q) folgt mit (2)

}:mas }:ams (Q P),

und durch Ableiten der Eikonalgleichung nach ¢; ergibt sich

OH OH

0 = o [H(a VS(a)]
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was zusammen die zweite Gruppe der Hamilton—Gleichungen ergibt:

_OH
0q;
Wegen (4) ist Q : Ip X Ag — Qo somit ein Strahlenfeld.
(iv) Nach (3) und (4) gilt
7] 0

a(SOQ):l, E(SOQ):O (a=1,2).

P =

(QP)  (i=1,23).

Wie im Beweis des Satzes in (a) folgt hieraus S(Q(¢,¢)) =t + a und wegen
der Normierung S(Q(0,0)) = S(qy) =0 ist a =0, woraus sich 3; = {S =t}
ergibt. m|

3.7 Das Huygenssche Prinzip

(a) Wir formulieren nun das Huygenssche Prinzip und zeigen dessen Aquivalenz
mit der Eikonalgleichung als Ausbreitungsgesetz fiir Wellenfronten.

In einem optischen Medium € C R? fithren wir die optische Distanz zwischen
zwei Punkten q;,q, € © ein als Infimum der Laufzeiten aller Verbindungskur-
ven von q; und q,,
d(q;,q5) = inf {,C(q7 [s1,s82]) | q:[s1,82] = Q ist PC'-Kurve mit
a(s1) = a;, a(sz) = an} -

Unter der Elementarwellenfront mit Zentrum q, € € und Laufzeit 7 > 0
verstehen wir die optische Abstandssphére

Zr(aqy) = {q €Q | d(gg.q) = T} )
fiir kleine 7 > 0 vorzustellen als Ort aller Punkte, in der eine von q, ausgehende
Lichterregung nach der Zeit 7 ankommt.

Das Innere der Elementarwellenfront, also die optische Kugel um q, mit Radius
7 > 0, bezeichnen wir mit

K-(ao) = {a€Q| dlayaq) <7} .

Diese Begriffe sind auch sinnvoll, wenn im optischen Medium Grenzflachen vor-
handen sind; in diesem Unterabschnitt schlielen wir diese jedoch aus.

LEMMA 1. Fir 0 <7 <1 gilt:
(i) X:(qg) ist eine Fliche,

(ii) je zwei Punkte q,,q, € K-(q,) lassen sich durch genau ein Lichtstrahl-
segment in Kr(q,) verbinden.
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Hiernach ist KC,(q,) eine glattberandete, ,lichtkonvexe* Umgebung von q.

Fiir den BEWEIS verweisen wir auf [6] Ch. 8, 3.3 Thm. 3*.

FOLGERUNG. Fiir die Abstandsfunktion q — So(q) := d(qy,q) und jeden
Lichtstrahl ¢t — Q(¢t) mit Q(0) =q, gilt

VSo(Q(t) = VoL(Q(t), Q(t) fiir 0<t<1.

Der Nachweis erfolgt analog zu §4:4.1 (b).

Gegeben sei eine durch die Zeit ¢ para-
metrisierte Schar von Hyperflichen ¥,
welche ein Teilgebiet 1 C € des op-
tischen Mediums iiberdecken. Wir sa-
gen, die Schar dieser Fldchen geniigt
dem Huygens—Prinzip, wenn es um
jeden Punkt a € € eine Umgebung
U C Qi gibt, in welcher jede Fliche
Y die Enveloppe der Elementarwel-
lenfronten mit Radius 7 = |[s — ¢| > 0
und Mittelpunkten auf der den Punkt a
enthaltenden Fldache ¥ ist, womit wir
Folgendes meinen:

Ist X, N U # 0, so gibt es zu je-
dem Punkt q, € ¥, N U genau einen
Punkt q, € ¥:NU mit der Eigenschaft,
dass die Elementarwellenfront X,(q,)
die Fliche ¥ im Punkt q, beriihrt (Fi-

gur).

(b) SATZ. Huygens—Prinzip und Fikonalgleichung sind zueinander dquivalent:
(1) Geniigt eine Hyperflichenschar {X:} in 1 dem Huygens—Prinzip, so
erfillt die Funktion

S: Q0 —R mit S(q) =t, falls q€ X,

die Eikonalgleichung H(q,VS(q)) = 1.

(2) Ist S : Q1 — R eine Losung der Eikonalgleichung, so geniigen die Ni-
veauflichen X: = {S =t} dem Huygens—Prinzip.

BEWEISSKIZZE.

(1) Wir fixieren a € 1 und nehmen 0.B.d.A. a € ¥y, also S(a) =0 an.
Nach dem Huygens—Prinzip finden wir zum Punkt q, =a € ¥ NU und zu
0 <t <1 genau einen Punkt Q(¢) = q, € £, NU, in welchem sich ¥;(a)
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und X; beriithren. Es ldsst sich zeigen, dass die Kurve ¢ +— Q(t) = q, ein
Lichtstrahl ist. Es gilt also

i) LQ®).Q()=1.

Nach dem Huygens—Prinzip beriihren
sich die Flichen X;(a) = {So = ¢} und
¥ ={S =t} im Punkt Q(¢t) = q,,
d.h. es gilt

(i)  S(Q) =t,

(iii)  VS(Q(t) = A(t) VSo(Q(t))

mit A(t) € R (Figur).

(5=t

Aus (iii) und der Folgerung aus Lemma 1 ergibt sich
(iv) VS(Q(1) = AVWL(Q(1), Q(t)) -
Durch Ableiten von (ii) nach ¢ folgt mit (i)

1=(VS(Q(t),Q(t))

AB{VL(Q(t), Q1)) Q1))
A1) L(Q(), Q1) = A1),

also gilt (iv) mit A(t) = 1, d.h. VS(Q(t)) = Vv L(Q(1), Q(t)). Mit v := Q(0)
erhalten wir somit V.S(a) = VyL(a,v) und L(a,v) = 1. Dies bedeutet nach
2.6 (b) (x) die Eikonalgleichung H(a, VS(a)) = 1 an der Stelle a € ;.

Fiir eine andere Herleitung der Eikonalgleichung aus dem Huygens—Prinzip siehe
Bd.2, §7:3.3.

(2) Es sei S eine Lésung der Eikonalgleichung und a € Q. Nach (b) existiert
in einer Umgebung U C €2 von a ein feldartiges Strahlenbiindel Q : I x A — U
mit Wellenfronten ¥; := {S = t}. Die Strahlen ¢ dieses Biindels sind bis auf
Zeittranslation charakterisiert durch die DG

(*)  P(t) = (1) mit ¥(aq) = VpH(q, VS(q)).

Durch eventuelle Verkleinerung der Umgebung U kénnen wir nach Lemma 1 er-
reichen, dass je zwei Punkte in U durch ein Lichtstrahlsegment kiirzester Lauf-
zeit in U verbunden werden koénnen.
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Wir zeigen, dass fiir jedes 7 mit ¥, N U # @ die Fliche X, N U Enveloppe der
Elementarfrontenschar ¥,|(q,) mit q, € 3oNU ist, und nehmen 0.B.d.A. 7 > 0
an. Hierzu fixieren wir q, € Yo NU und setzen q, := ¢(7), wobei ¢ : [0,7] = U
der normale Biindelstrahl mit ¢(0) = q, ist. Nach (b) gilt ¢(0) = q, € ZoNU,
@(7) € - NU. Mit dem nachfolgenden Lemma 2 folgt

L(p,[0,7]) =7 und L(¢,[0,7]) > 7T

fiir beliebige regulire PC'~Kurven % : [0,0] — U mit 9 (0) € X0 N U, 9 (o) €
Y, NU. Damit ist

d(q07 qr) =T
gezeigt. Fiir jeden von g, verschiedenen Punkt qF € ¥, NU gilt dagegen
d(q07 q:) >T.

Denn wire d(qg,q;) = 7, so kénnten wir gemil Lemma 1 die beiden Punk-
te durch ein normales Lichtstrahlsegment 4 : [0,7] — U kiirzester Laufzeit
L(,[0,7]) = d(qg,qr) = 7 verbinden und erhielten aus dem nachfolgenden
Lemma 2, dass v Biindelkurve ist. Zusammen mit ¥ (0) = q, = ¢(0) lieferte
der Eindeutigkeitssatz fiir Losungen der DG (x) die Identitdt ¢ = ¢, insbeson-
dere den Widerspruch q; = ¥(7) = ¢(7) = q(7). Hieraus folgt, dass sich die
beiden Flichen X-(q,) und X, in q, beriihren. O

LEMMA 2. Fir jede regulire PC'~Kurve 1 : [s1,82] — U mit (s;) € T,
(1=1,2) und t1 <ts gilt

L, [s1,82]) > t2 — ta
mit Gleichheit genau dann, wenn ¥ nach Normalisierung eine Biindelkurve ist.

BEWEIS.
Sei 9 0.B.d.A. normal, also L(tp,4)) = 1 £.ii.. Dann gilt

L(p, [s1,52]) = (ta —t1) = L(,]s1,52]) — (S(¥(s2)) = S((s1)))
= L. 50) — Lswe)yar = [ {1 (Vs@sm), )} ar.

Fiir die Exzessfunktion von L* = 1L? (vgl. §3:1.1) gilt im Fall L(q,v1) =
L(q,v2) = 1 unter Beachtung der Homogenitétsrelation (VyL(q,v1),vi) =
L(q,vi) =1

WL*(q7V17V2) = L*(q7v2)_L*(Q7V1) - <VVL*(q,V1),V2—V1>

= — (VWL(q,v1),va —vi) = 1 —(VyL(q,v1),Vv2).
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Setzen wir q P(t), vi="T(p(t)), = 4)(t) und beachten wir, dass nach
2.6(b) (x) VS(h(t)) = WL(y(t), ®(p ( ) = VvL(q,v1) gilt, so ergibt sich

—(VS(®(1),9(1) = We($(t), ¥(%(t)),%(t)) -

Nach §3:1.1 ist die Exzessfunkti'on nicht negativ, und aus dem Verschwinden
des zugehorigen Integrals folgt 1 (t) = ¥(4p(¢)), d.h. ¢ ist Biindelkurve. O

3.8 Das Brechungsgesetz fiir Strahlenbiindel

Wie in 3.2 (b) betrachten wir ein stiickweis isotropes Medium in Q C R?, eine
Grenzfliche I' C Q, und eine Umgebung U C 2 eines Punktes y € T, fiir die
U\ T in zwei Gebiete Uy, Uz mit Brechungsindizes n1,n2 zerlegt wird. Weiter
sei eine Schar von geknickten Strahlen gegeben, welche die Grenzfliche nahe y
gemifl dem Brechungsgesetz durchsetzen. Wir nehmen dabei den fiir die An-
wendungen interessanten Fall an, dass die Strahlenschar auf der Grenzfldche
nicht degeneriert, d.h. zusammen mit I" injektiv parametrisiert werden kann.

Wir kénnen also eine (i.a. nicht synchrone) Parametrisierung der Strahlenschar
Q:la,f[x A—Q

finden; 0.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass 0 € Jo, 8] und dass fiir alle ¢ € A
Q,(t,c) == Q(t,c) e Uy fir a<t<O,

Q,(t,c) == Q(t,c) e Uz fir 0<t<g,

q(c) = Q(0,c) €T.

Seien P; die zu Q; gehérenden Wellenvektorfelder; wir setzen Q;, P; und deren
erste Ableitungen einseitig bis auf die Grenzflache I' fort. Das Brechungsgesetz
lautet dann nach 3.2 (b), Bemerkung (1)

P3(0,c) —P1(0,c) L TqyI' fiir c € A

SaTz (MALUs 1808, DUPIN 1816). Ist Q in Ui ein Strahlenbiindel, so auch
mn U2.

BEWEIS.

Wegen Q(0,c) = q(c) € T' fiir ¢ € A sind 9:Q(0,¢), 92Q(0,¢) Tan-
gentenvektoren von I' in q(c). Nach dem Brechungsgesetz folgt hieraus
(P1 —P2,93Q)(0,¢) =0 fiir ¢ € A. Durch Ableiten nach ¢, ergibt sich

0 = <(9a (Pl — Pz), 8@Q)(O, C) + <P1 — Po, &ﬁgQ)(O, C) .
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Damit sind die Lagrange-Klammern auf beiden Seiten der Grenzflache gleich:
[c1, 2], (0,€) = (8:1P1,0:Q,)(0,¢) — (02P1,01Q,)(0, )
= (01P2,0:Q,)(0,¢) — (02P2,01Q,)(0, ¢) =: [e1, 2], (0, ¢)

Da Q in U; nach Voraussetzung ein Strahlenbiindel ist, folgt [c1, 2], (0,¢) =
[c1,¢2], (0,¢) =0 fur ¢ € A. Nach 3.4(c) gilt dann [c1, 2], =0 iiberall, d.h.
Q ist auch in Uz ein Strahlenbiindel. O
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§ 6 Direkte Methoden der Variationsrechnung

1 Existenz von Minimumstellen

Vorkenntnisse: Grundlagen der Lebesgueschen Integrationstheorie, LP—R&aume,
Hilbertriume und Sobolew—R#aume (Bd. 2, §8, §9, §14:6).

Die direkten Methoden haben zum Ziel, die Existenz von Minimumstellen von
Variationsintegralen nachzuweisen. Hierzu wird ein vorgelegtes Variationsinte-
gral F auf einen Raum W schwach differenzierbarer Funktionen fortgesetzt, der
beziiglich einer Integralnorm vollstindig ist, und es werden Bedingungen fiir
den Integranden und die Variationsklasse ¥V C W aufgestellt, welche die Exi-
stenz einer Minimumstelle u von F :V — R sichern. In einem zweiten Schritt
werden Regularitéits—(Glattheits—)Eigenschaften der Funktion u hergeleitet.

1.1 LP-Riume und Sobolew—R&iume

(a) Im Folgenden ist Q ein (beschrénktes) Normalgebiet im R"™ und 1 < p < oo.
Mit L?(€2) bezeichnen wir die Menge aller messbaren Funktionen u :Q — R,
fiir welche das Integral

lull, = (f lul”@"x)""
Q

(im Lebesgueschen Sinn) existiert; hierbei werden fast iiberall gleiche Funktio-
nen identifiziert. Jede Funktion u € LP(Q) gehort zu Li,.(2), d.h. sie ist lokal
(d.h. iiber alle kompakten Teilmengen von ) integrierbar (Bd.2, §8:2.5). Der
Raum CZ°(2) der Testfunktionen auf 2 liegt dicht in (L”(€2),-[,), vel. Bd.2,
§10:3.3.

Gibt es zu u € Li, . (Q) eine Funktion vy, € Li,.(Q) mit

fu@kgad"x = — kagod”x fiir alle ¢ € C(Q),

Q Q
so ist diese nach Bd. 2, § 10: 4.2 eindeutig bestimmt und heift schwache (distri-
butionelle) Ableitung von u nach der k—ten Variablen. Wir bezeichnen sie

mit Opu; fiir u € C'(Q) ist dies in der Tat die k-te partielle Ableitung. Den
Sobolew—Raum aller L’—Funktionen mit schwachen LP—Ableitungen,

WH(Q) = {u e LP(Q) | diu,...,0,u e LP(Q)},

versehen wir mit der Norm
p = p\1/p
lully, == (lul® + k;llakUHp) :

Die Riume LP(Q), WP sind separable Banachriume, d.h. vollstindige nor-
mierte R&ume mit einer abzéhlbaren dichten Teilmenge.
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Die Rdume L2(Q) bzw. W(Q) := W!2?(Q) sind Hilbertriume mit den Skalar-
produkten

(u,v), = [uvd'x bzw.  (u,v), , = Z (O, Okv),
Q k=1

(b) Den Abschluss von C2°(R2) in W*(Q) beziiglich || - |, » bezeichnen wir mit
Wi(Q) = {ue W' (Q) | esgibt u; € CZ(Q) mit lim |ju—u;, , =0} .
j—oo ’

Wegen der vorausgesetzten Beschrinktheit von Q gilt nach Bd. 2, §14:6.2(d)
die Poincaré—Ungleichung

lul, < e IVull, fir we Wo(€)

mit einer Gebietskonstanten ¢ = ¢(f2) und mit

|Vu||2 : Z ”akqu

Somit sind die Normen |[[u|, , und ||[Vul|, auf W (Q) siquivalent, und W§(£2)

mit dem Skalarprodukt (Vu,Vuv), = Y (0ru,dkv), ist ein Hilbertraum.
k=1

Aufgrund der Poincaré-Ungleichung gehoéren die konstanten Funktionen u # 0

nicht zum Raum W{(Q), der somit ein echter Teilraum von W'(Q) ist. Wir

sagen, die Funktionen u € W§(Q2) haben Randwerte Null im schwachen Sinn.

(¢) ImFall n=1, I =]a,b| lassen sich W*(I), W§(I) mit Hilfe absolutstetiger

Funktionen charakterisieren. Eine Funktion w : I — IR heif3t absolutstetig,
N

wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, so dass Y [u(Bk) — u(ow)| < & fiir je
k=1

endlich viele Intervalle [a, k] C I mit paarweis disjunktem Innern und mit

N

> (Bk — ax) < 6. Absolutstetige Funktionen sind f.ii. (fast iiberall, d.h. auf

k=1

I\ N, N eine Nullmenge) im herkémmlichen Sinn differenzierbar. Ihre Ableitung

v (u' := 0 auf N) ist iiber I integrierbar, und es gilt

B
u(B) —u(a) = [u'dz fir [o,8) C1

Umgekehrt ist fiir v € L'(/) und o € I durch u(z) := [wvdt eine absolut-

stetige Funktion u mit « =wv f.ii. (d.h. bis auf eine Nullmenge) gegeben.
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Da absolutstetige Funktionen gleichméfig stetig und damit stetig auf I fortsetz-
bar sind, diirfen wir im Fall n = 1 Intervalle I = [a, b] zugrundelegen.
Fir absolutstetige Funktionen wu,v ist u-v absolutstetig, und es gilt

B

J@Wv+v'u)de = u(B)v(B) — u(@)v(a).
Daher stimmt die gewdhnliche Ableitung mit der schwachen iiberein. Wir er-
halten

W) = {u e L*(I) ‘ u ist absolutstetig auf I, ' € LQ(I)} ,
Wo(I) = {ueW'(I) |u(a) =ub) =0} .

(d) Mit LP(Q,R™), W'P(Q,R™), W'Q,R™), WiQ,R™), bezeichnen
wir die Rdume der Funktionen u: Q — R™, x — (u1(X),...,um(x)), deren
Koordinaten uy beziehungsweise zu LP(Q), WHP(Q), W(Q), W§(Q) gehéren.
Die Rdume L2(Q,R™) bzw. W!(Q,R™) und W§(Q,R™) sind Hilbertraume
beziiglich der Skalarprodukte

m m
Z (Uks Vi) bzw. Z Uk Vi )y
k=1 k=1

Fiir u € W"?(Q,R™) und eine C*~Funktion F macht

F(u) := [ F(x,u(x),Du(x))d"x
Q

Sinn, sofern der Integrand eine Majorante g € L'(Q) besitzt.

1.2 Ein allgemeines Minimumprinzip

(a) Die Existenz einer Minimumstelle einer stetigen Funktion f : K — R4
auf einer kompakten Menge K C RY ergibt sich bekanntlich wie folgt: Wir
betrachten eine Minimalfolge, d.h. eine Folge (ux) in K mit klim flug) =

inf f(K). Da diese beschriinkt ist, enthélt sie eine konvergente Teilfolge (ux,);,

deren Grenzwert u = lim ug;, zu K gehért, da K abgeschlossen ist. Wegen
j—oo

der Stetigkeit von f folgt f(u) = lim f(ug;) = inf f(K).
j—o0

(b) Schwache Konvergenz. Der Ubertragung dieser Schlussweise auf nach
unten beschriankte Variationsintegrale F :V — IR auf einer abgeschlossenen
Teilmenge V eines Sobolew—Raums stehen eine Reihe von Schwierigkeiten ent-
gegen. Da V i.A. unbeschrinkt ist, konvergente Folgen aber beschrankt sein
miissen, ist zundchst die Beschrianktheit von Minimalfolgen, d.h. von Folgen
(ug) in V mit klim F(ur) = inf F(V), zu sichern. Hierzu verlangen wir eine

Koerzivitidtsbedingung der Form a ||[ul|” < F(u)+b mit a,b,p > 0. Die néchste
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Schwierigkeit ergibt sich daraus, dass in unendlichdimensionalen Banachraum-
en beschriankte Folgen keine konvergenten Teilfolgen besitzen miissen; ein Bei-
spiel liefert jedes abzidhlbare Orthonormalsystem in einem Hilbertraum. Diese
Schwierigkeit {iberwinden wir durch Abschwéchung des Konvergenzbegriffs, wo-
bei wir uns auf separable Hilbertraume H beschrianken:

Eine Folge (ux) in H heifit schwach konvergent gegen u € H, in Zeichen
ur — u fir k— oo,
wenn

lengO (v,ur) = (v,u) firalle veH.
Aus der Normkonvergenz |ju —ui|| — 0 fir k& — oo folgt die schwache
Konvergenz uy — u fiir k — oo, denn es gilt [(v,ur —u)| < ||v] - [Jlu — ug]|.
Die Umkehrung gilt nicht, falls dimH = oo: Fiir ein ONS {uy | k € N} folgt
aus der Besselschen Ungleichung wur — 0 fiir k& — oo, ohne dass die Folge
(ux) eine normkonvergente Teilfolge besitzt.

Jede schwach konvergente Folge ist beschrinkt (Bd.2, §21:4.3).

SATz 1 (Auswahlsatz). Jede beschrinkte Folge in H besitzt eine gegen ein
u € H schwach konvergente Teilfolge.

SATZ 2. Jede konvexe, normabgeschlossene Menge V C H ist schwach abge-
schlossen, d.h. aus ur €V, ur —u fir k— oo folgt ueV.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir die Riume W'?(Q,R™) (p > 1) mit
dem schwachen Konvergenzbegriff ur — u fiir Kk — 00 <= Lu = lim Lug

k— o0
fiir jede stetige Linearform L.
Die Beweise fiir separable Hilbertrdume sind nicht schwierig, vgl. [129] V, 32,38.
Ein Beweis fiir die Banachriume W' findet sich in [130] V, 2 Thm.1 und 1,
Thm.2.

(c) Schwache Unterhalbstetigkeit. Der Ubertragung der Schlussweise (a)
wiirde nun nichts mehr im Wege stehen, wenn Variationsintegrale schwach fol-
genstetig wéren:

up —u fir k—o00 = F(u) = lim Flug).

k—oo

Das ist aber in aller Regel nicht der Fall. Wir illustrieren dies am Langenintegral

1
Fu) = [/1+u/(x)>dx auf H :=W§[0,1] .
0
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Fiir die nebenstehend skizzierte Folge
(ur) gilt ux — 0 fir k — oo, d.h.

1
J W ug +0" - up)de —0
0

fir k — oo und alle v € W{[0,1]. 0 27k 1

1
Denn aufgrund der gleichméaBigen Konvergenz ui — 0 gilt lim f vug dr = 0.

— 00 0
1
Ferner sind [ v’ uj dz = (v',u}), die Fourierkoeffizienten von v’ € L?0,1]
0

1
beziiglich des ONS w},ub, ... [0A]. Es folgt klim [ vy dz = 0.
— 00 0

Es ist aber F(ux) = v2 und F(0) = 1, so dass F beim Grenziibergang
k — oo einen Sprung nach unten macht.

Fir den Nachweis der Existenz einer Minimumstelle von F : V — R4 st
indes die schwache Folgenstetigkeit nicht erforderlich; es geniigt eine schwéchere
Bedingung: Ein Funktional F :V — R auf einer Menge V C H heifit schwach
unterhalbstetig, wenn folgendes gilt:

Aus der schwachen Konvergenz wur — u fiir k — oo folgt

F(u) < lim F(ug,)

j—o00
fiir jede Teilfolge (uk,);, fiir welche lim F(uy;) existiert.
j—o0
Dann gilt insbesondere F(u) < klim F(ug), falls dieser Limes existiert.
— 00
Bedingungen fiir die schwache Unterhalbstetigkeit von Variationsintegralen wer-

den in 1.3 angegeben.

SATz 3. Sei V eine nichtleere, schwach abgeschlossene Teilmenge eines sepa-
rablen Hilbertraums H, ferner sei F :V — R schwach unterhalbstetig und
koerziv, d.h. es gebe Zahlen a,p >0 und b€ Ry mit

allull’P =b < F(u) firale ueV.
Dann besitzt F eine Minimumstelle in V.
BEWEIS.
Wegen F(u) > —b existiert inf F(V). Sei (ur) eine Minimalfolge mit

Fui) > Fluz) > -+, lim F(ug) = inf F(V).

- k—o0
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Wegen a ||uk||’ < F(ug) +b < F(ur) + b ist die Folge (ur) beschrinkt, also
gibt es nach Satz 1 eine wieder mit (ui) bezeichnete Teilfolge, die schwach
gegen ein u € H konvergiert. Da V schwach abgeschlossen ist, folgt u € V.
Wegen inf F(V) = klim F(ur) ergibt die schwache Unterhalbstetigkeit von F

Fu) < klirrgof(uk) = inf F(V) < F(u), also F(u) =infF(V). O

1.3 Existenz von Minimumstellen fiir Variationsintegrale
(a) Wir wenden den vorangehenden Satz an auf das Variationsintegral fiir
Funktionen u: R" D> Q — R™

F(u) = fF(x, u(x), Du(x))d"x, kurz F(u)= fF(x,u,Du) d"x,
Q Q

mit einem Integranden
(X7y7Z)»—>F(x,y,z), QXRWXRWXTL—)R;

hierbei bezeichnet R™*™ den Vektorraum aller m x n—Matrizen z = (z;),
versehen mit der euklidischen Norm |z|| = (Z > sz)l/Q. Entsprechend zu

i—1k=1
§2 verwenden wir fiir die partiellen Ableitungen von F' die Bezeichnungen

Feo, Fy,, F., (G=1,...,m, k=1,...,n).

An F stellen wir folgende Bedingungen:

(1) F ist stetig und besitzt stetige partielle Ableitungen F.,, ,

(2) z+— F(x,y,z) ist konvex fiir jedes (x,y) € 2 x R™,

(3) Es gibt Konstanten 0 < a1 < a2 und LI(Q)fFunktionen b1,b2 > 0 mit
arllz)* — b1 (%) < F(x,y,2) < az|z]* +b2(x)

fiir alle (x,y,z) € Q x R™ x R™*".

Fiir eine gegebene Funktion g€ W! = W!'(Q,R™) betrachten wir die Menge
Wy = We(QR™) = {ueW' |u-—geW;Q,R™)}

= g+ W5(Q,R™)

der W'-Funktionen auf €2, die im schwachen Sinn dieselben Randwerte wie g
haben. Wé ist mit W§ abgeschlossen in W*, enthilt g und ist konvex, denn fiir
u,v e Wé und o, 8 > 0 mit a+43 = list au+fv—g = a(u—g)+8(v—g) € W{.
Nach Satz 2 ist Wé also schwach abgeschlossen.
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Aufgrund der rechten Ungleichung (3) existiert das Integral F(u) fiir u € Wy
nach dem Majorantensatz. Die linke Bedingung (3)

F(x,u,Du) +bi1(x) > ai|Duf® = a3 3 (Opwi)®
i=1 k=1

(Koerzivitit von F') sichert die fiir den Satz 1.2 wesentliche Koerzivitéit von
F, denn aufgrund der Poincaré-Ungleichung gilt fiir v € W

IVIIF, < (L+e)IDv];-

Fiir ue W, folgt wegen F(u)> ai]|Dul} — o mit o:= [ bi(x)d"x
Q

IN

2
|1,2) < 2fu- gHiz + 2”%”%,2

Jalf, < (gl +ls

< 201+ )| Du—-g)l; + 2|l .

IN

401+ ) (I[Dull; + 1 Dgll2) + 2llel}
2

ai

F(u) + o) + (6+4c%) [gll; .

also F(u) > a|ul|?, — b mit Konstanten a > 0, b> 0.

Die Konvexitidtsbedingung (2) ist verantwortlich fiir die schwache Unterhalb-
stetigkeit von F:

SATZ 4 (SERRIN 1961). Unter den Voraussetzungen (1), (2), (3) ist F schwach
unterhalbstetig auf W' (Q,R™).

Anders als die Séatze 1, 2, 3 erfordert Satz 4 einigen beweistechnischen Aufwand.
Beweise finden Sie in [25] Thm. 1.8.2 und unter allgemeineren Voraussetzungen
in [21] 3.4, 4.2, [22] 1.2.

In den Féllen m = 1 oder n = 1 ist die Konvexitédt von z+— F(x,y,z) sogar
dquivalent zur schwachen Unterhalbstetigkeit von F auf W' (Q,R™); daraus
ergibt sich, dass F nur dann schwach folgenstetig auf W'(Q, R™) sein kann,
wenn z— F(x,y,z) affin ist, vgl. [21] 3.3.

(b) Existenzsatz fiir Minimumstellen (MORREY, SERRIN 1961). Unter den
Voraussetzungen (1), (2), (3) besitzt das Variationsintegral F auf jeder nichtlee-
ren, schwach abgeschlossenen Menge V C Wé(Q,]Rm) eine Minimumstelle.

Dieser Satz ist das Resultat einer iiber 50 Jahre wahrenden Entwicklung, die
von HILBERT, LEBESGUE, B. LEVI um 1900 angestoflen und insbesondere von
TONELLI weitergefiihrt wurde. Zur Geschichte siehe [20] Introduction, 6.4, 6.6
und [22] IL.1.
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BEMERKUNGEN. (i) Beispiele schwach abgeschlossener Mengen V werden in
(c) gegeben.

(ii) Minimumstellen u von Variationsintegralen in Sobolew—R#umen werden
auch schwache Minimumstellen genannt. In der englischsprachigen Literatur
ist die Bezeichnung minimizer iiblich; diese verwenden wir im Folgenden fiir
u als Funktion im Unterschied zu u als Stelle in einem Funktionenraum.

(iii) Liegt anstelle von (3) eine Wachstumsbedingung
(3) azl” —bi(x) < F(x,y,2) < az]z[” + ba(x)

mit p>1, 0<a1 <az und Ll(Q)fFunktionen b1,b2 > 0 vor, so bleibt die
Aussage des Existenzsatzes bestehen, wenn Wg (2, R™) durch WP (Q,R™)
ersetzt wird, vgl. [21] 3.4, 4.2.

(iv) Fiir die Anwendung des Existenzsatzes ist es oft nétig, das vorgelegte Pro-
blem zu modifizieren, z.B. durch Quadrieren des Integranden F', siehe 2.2, 2.3.
(¢) SaTz 5. Schwach abgeschlossene, nichtleere Teilmengen V wvon Wé =
Wi (Q,R™) sind

(i) Wyg selbst und alle nichtleeren, konvezen, normabgeschlossenen Teilmengen
V wvon Wé sowie

(ii) V = WL(Q,K) := {u € W} | u(x) € K fi} fir jede abgeschlossene
Menge K C R™ mit g(x) € K f.ii.

BEWEIS.

(i) folgt mit SATZ 2 aus der schwachen Abgeschlossenheit von W, vgl. (a).

Fiir (ii) stellen wir zunéchst fest, dass V nichtleer ist wegen g € V. Sei (uy)
eine Folge in V), die schwach gegen u € Wé konvergiert. Nach einem Satz von
Rellich ([25] Thm. 3.4.4) folgt aus der schwachen Konvergenz uj — u in W*
die L?*-Konvergenz u = lim uj. Nach dem Satz von Fischer-Riesz (Bd. 2,

k—oo
§8:2.1(c)) gibt es eine Teilfolge (ug;); mit u(x) = jlirgo ug; (x) fi. Da K
abgeschlossen ist, folgt u(x) € K f.i.. ]

2 Anwendungen
2.1 Das Dirichlet—Problem
—Au=f in Q, u=g auf 0Q

fiihren wir gemafl Bd. 2, §14:6.1, 6.3 auf die Aufgabe zuriick, eine Minimum-
stelle von

F(u) = f (%HVuH2 ff-u) d"x

Q
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in V:=W_(Q) zu finden. Hierbei setzen wir f € C°(Q), g € W'(2) voraus.
Die Existenz einer Minimumstelle vin F in V ergibt sich nach den Satzen 3
und 4. Wir zeigen zunichst, dass F eine modifizierte Koerzivitdtsbedingung
erfiillt. Fiir uw = @ +g mit ¢ € W§(Q) folgt aus der Poincaré-Ungleichung

lelly < cllVell,
) Al < llelly + gl < ellVelly +llgll, < - [Vully +4d

mit d:=c-||Vgll,+ |lgll,. Wegen [VulZ =2F(u)+2(f,u), ergibt sich mit
a:=2-(14+2%)

)
lullfo = IVulz+ul; < 1+ 2¢%)[Vull; +2d°

= aF(u) +a(f,u)y +2d* < aF(u)+allflly ull, + 24

—~
INE

aF(u)+ B ull,,+
mit Konstanten «,3,v > 0. Es folgt

1 \2 1
(ull 2 = 58) < @@+ 567+,

woraus sich ergibt, dass F nach unten beschrénkt ist und dass jede Minimalfolge
beziiglich der Sobolew—Norm || - ||, , beschrénkt ist. Wegen der Konvexitét von

z +— ||z||* ist F schwach unterhalbstetig nach Satz 4. Nach Satz 3 existiert also
min F(V).
2.2 Parametrisch—elliptische Probleme

(a) Wir betrachten eine spezielle parametrisch—elliptische Lagrange—Funktion
L auf Q xR™, von der wir voraussetzen, dass

% 1

L) = j10m = § 3 aaan = §(260)7)

gilt mit g € C*(Q) und G(y) >0 fir y € Q.
Ferner sei K C ) eine abgeschlossene Menge. Wir setzen voraus, dass es Zahlen

0 < a1 <az gibt mit

1) alz® < L'(y,2) < azlz|® fir ye K, ze R™.

Dies ist beispielsweise der Fall, wenn K kompakt ist, denn in diesem Fall nimmt
1(z,G(y)z) auf der kompakten Menge {(y,z) |y € K, ||z|| = 1} ein Minimum
a1 > 0 und ein Maximum as > a1 an.

Fir I=[0,1] und zwei gegebene Punkte a,b € K mit a# b sei
Vo= {v e WH(I,R™) ’ v(z) e K fir z€l, v(0)=a, v(1) = b}

eine nicht leere Variationsklasse.
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SATZ. Unter diesen Voraussetzungen besitzt
1
L(v) = fL(v(t),v’(t))dt
0
eine Minimumstelle u in V. Fir diese gilt L(u(t),a(t)) = ¢ mit einer Kon-
stanten ¢ > 0.

BEWEIS.
An Stelle von £ betrachten wir das wegen (1) fiir v € W'(I) definierte Integral

L5(v) = [L*(v(t),v'(t))dt.

C—

Nach §3:1.1 ist z — L*(y,z) konvex, und nach 1.3 (c) (ii) ist V schwach
abgeschlossen. Also sichert der Satz 1.3 (b) die Existenz einer Minimumstelle
u von L£* in V. Da wir nicht annehmen diirfen, dass fiir Testvektoren ¢ die
Variationen u+ s zu V gehoren, verwenden wir ,innere Variationen“:

Fiir eine feste Testfunktion 7 € CZ°(]0,1[) betrachten wir

st (s, t) ==t 4+ sn(t).

Offenbar sind die ¢, fiir |s| < 1 orientierungstreue C*°—Parametertransforma-
tionen von I auf sich mit C*°~Umkehrfunktionen t,; dabei ist ¢o(z) = z. Fiir
die Variationsvektoren v, := uoyp, gilt vi: I — K und v, € V, falls |s| < 1.
Denn unter den vorliegenden Bedingungen existiert v/ (t) = u'(ps(¢))¢s(t) f.i.
Wihlen wir |s| so klein, dass 3 < ¢4(t) < 2 gilt, so ergibt sich die Quadra-
tintegrierbarkeit von ||vs|| und von ||v%|| mit Hilfe der Substitutionsregel [TA].
Wir erhalten wegen L*(y,)z) = A\* L*(y,z) mit der Substitution z = p,(t),
t=1)s(2)

Lr(vs) = [L*(u(ps(t),u'(0s(1))) - £ (t)* dt

Ct—

L*(u(z),u'(z)) - p(¢s(z)) dz .

Il
o

=0.

Wegen vo =u und L*(u) = L*(vs) fiir [s| <1 folgt LL*(vs) o

Fiir die Differentiation von L£*(v,) nach s beachten wir, dass

9
85@

Le()) = o (14 57 (a(@) = (@) + 57" (W (2) s (),

insbesondere gnp's Ws(@)|,_, = n’'(z). Somit erhalten wir
s

s=

0 = [L*(u(z),u(z)) -n'(z)de =0 fir alle n € CX(]0,1]).

O
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Aus dem Hilbert-Lemma Bd. 2, §10:4.3 folgt L*(u,u’) = x f.i. mit einer
Konstanten . Aus (1) folgt k>0 wegen a # b. Daher gilt

(2) L(uu') = ¢ fii. mit c:=+v2xk > 0.

Ist w € V quasinormal, d.h. gilt L(w,w’) = d f.i. mit einer Konstanten
d >0, so folgt aus (2) und der Minimaleigenschaft von u

Lu)? = & = 2k = 2L%(u) < 2L%(w) = dL(w) = L(w)>.

Der Rest ergibt sich daraus, dass es zu jeder Kurve v € V eine quasinormale
Kurve w € V gibt mit L(v) = L£(w), gegeben durch w := v oh, wobei
S

h € WY(I) die Umkehrfunktion zu n(s) := E(v)_lfL(v,v/) dt ist. Niheres
0
hierzu siehe [20], Lemma 5.23. i

(b) Aus dem Existenzsatz ergibt sich insbesondere: Ist K eine kompakte, weg-
zusammenhdngende Teilmenge einer C2—Mannigfaltigkeit im R™, so existiert
zu je zwei voneinander verschiedenen Punkten a,b eine kiirzeste Verbindung in
K. Hierbei sind zur Konkurrenz alle rektifizierbaren Verbindungswege zugelas-
sen, d.h. alle Kurvenspuren in K mit Endpunkten a, b, fiir welche die Lingen
einbeschriebener Sehnenpolygone nach oben beschréankt sind. N#heres hierzu
bei [20] 6.3, [129] 15.

(¢) Unter den allgemeinen Voraussetzungen des Satzes (a) ist nicht zu erwarten,
dass u die Euler-Gleichung erfiillt. Setzen wir zusétzlich voraus, dass die Spur
von u im Innern von K liegt, so gilt fiir jeden Testvektor ¢ € C(]0,1[,R™)

L (w)p =

o

Ly u)e + Li(uu)e) dt = 0,

d.h. u ist eine schwache Extremale fiir £*. Mit den Schliissen von §2: 3.4 folgt
wegen der Elliptizitit von L* die C*-Differenzierbarkeit von u und das Bestehen
der mit L* gebildeten Euler—Gleichung Er+(u) =0 und damit nach §5:2.3 (c)
die Euler-Gleichung Ep(u) = 0.

2.3 Parametrische Minimalflichen

(a) Auf Minimalflichen in Graphengestalt, d.h. auf nichtparametrische Fli-

chenintegrale A(v) = [/1+ [Vo||* d*x fir v e Wg(Q) lasst sich die vor-
Q

angehende Theorie nicht anwenden, da A nicht koerziv ist. Fiir die Behandlung
solcher Probleme verweisen wir auf [31].

(b) Das Plateausche Problem der mathematischen Modellierung von Sei-
fenhiuten besteht im einfachsten Fall in der Aufgabe, zu einer geschlossenen



182 86 Direkte Methoden der Variationsrechnung

Kurve T C R® eine durch T' berandete Minimalfliche zu finden. Hierbei
wird I' als orientierte, glatte Jordan—Kurve angenommen, d.h. I' besitzt eine
hinreichend glatte, orientierungsstiftende Parametrisierung t +— ~y(cost,sint),
die auf [0,27[ injektiv ist. Dementsprechend beschreiben wir eine durch I'
berandete Fliche mittels einer Parametrisierung u : @ — R® auf dem Ab-
schluss der Einheitskreisscheibe Q = K;(0) C R?, von der wir verlangen, dass
u| aq it u(cost,sint) fir 0 <t¢ < 27 eine orientierungstreue Parametrisie-
rung von I ist.

Anders als in der Differentialgeometrie kénnen die hier betrachteten Minimal-
flichen Selbstdurchdringungen bzw. Verzweigungspunkte aufweisen, d.h. u muss
nicht injektiv sein, und es kann Punkte mit Rang D(u) < 2 geben; solche
Phénomene werden erst durch zusétzliche Annahmen iiber die Gestalt von T'
ausgeschlossen. Daher setzen wir das in Bd. 1, §25:2.1 angegebene Integral

A() = [gd’x mit g=gi1ger —gi2, gk = (Osu,dku)
Q

fiir den Flidcheninhalt einer Parametrisierung u auf eine gréflere Funktionen-
klasse fort, z.B. auf W(Q, R?).

Das nach dem belgischen Physiker Joseph PLATEAU benannte Problem trotzte
lange Zeit den Bemiihungen vieler Mathematiker. Nur fiir sehr spezielle Poly-
gonkurven I' konnten zunéchst RIEMANN, WEIERSTRASS, SCHWARZ und andere
Losungen angeben. Erst um 1931 gelang es DouGLAS und RADO, die Existenz
von Losungen fiir allgemeine Konfigurationen I' mit Hilfe von Variationsmetho-
den nachzuweisen.

(¢) Wir skizzieren im Folgenden den von COURANT 1937 gegebenen Beweis fiir
die Existenz von Flichen vorgeschriebener Berandung, die den Fldcheninhalt A
minimalisieren.

Der Existenzsatz 1.3 (b) ldsst sich auf das Funktional A nicht anwenden, denn
der Integrand erfiillt nicht die dort angegebene Koerzivititsbedingung (3), auch
nicht die Bedingung (3’). Wie im Beispiel 1.2 gehen wir iiber zum Dirichlet—
Integral

D(u) = f | Dul|? d®x
Q

1
2
auf W' =W"'2(Q,R?). Fiir dieses gilt

D(u) = A(u)
mit Gleichheit genau fiir isotherme Parametrisierungen u, definiert durch

g = [ow]?® = [|0:u]® = goa, gz = (1w, 0:u) = 0.
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Dies folgt unmittelbar aus der Beziehung

ZIDul — g = 5 (911 + 922)° — (911922 — 9) = 1 (on1 — 922)* + s
Das Variationsintegral D(u) existiert genau dann, wenn u € W'. Fiir eine
gegebene orientierte Jordankurve I' betrachten wir zunéchst die Variationsklasse
Valler u:Q — R® mit ue€ W, fiir die u’ :=t + u(cost,sint) eine
stetige, positive Parametrisierung von I ist. V ist nicht abgeschlossen beziiglich
der schwachen Konvergenz in W*; dies liegt daran, dass die Werte von u auf 99
nicht festgelegt sind und die Bedingung u(9Q)) = T' zu viele Freiheiten lisst.
Schwach abgeschlossen ist dagegen die Teilklasse V* von V), deren Elemente u
einer Drei-Punkte—Bedingung

geniigen, wobei Xi1,X2,%x3 € 02 bzw. y,,¥,,¥3 € I' jeweils fest gewahlte Tripel
aus paarweis verschiedenen Punkten sind, deren Abfolge den Orientierungen von
02 bzw. I' entspricht.

Fiir V* lassen sich die Voraussetzungen von Satz 1.3 (b) nachweisen, also exi-
stiert eine Minimalstelle u* von D auf V*.

Dann gilt D(u*) < D(v) fiir alle v € V. Um dies zu zeigen, wird zu einer
gegebenen Funktion v € V mit v(x}) =y, X, € 02 (k= 1,2,3) eine
Funktion u = v oh konstruiert mit u € V*, D(u) = D(v); hierbei ist
h:Q — Q ein Diffeomorphismus mit

und der Invarianzeigenschaft D(v oh) = D(v) fiir alle v € V. Ein solcher
ergibt sich in komplexer Schreibweise durch

h(z) = €% mit p €R, |a| < 1.

l1-az
Fiir die holomorphe Funktion A gelten die Cauchy—Riemannschen DGn

o _oha o __oh
or 9y’ 9y Oz’

und es ist unschwer zu sehen, dass diese die Invarianz D(voh) = D(v) sichern.

Es bleibt zu zeigen, dass u* eine isotherme Parametrisierung einer Minimalfldche
ist. Zunéichst hat D(u*) = min D(V) zur Folge, dass u* die Euler-Gleichungen
Aul = Aus = 0 in schwachem Sinn erfiillt. Aufgrund der Regularitéitstheorie
(Weylsches Lemma, siehe [25] Ch. 2.3) erfiillt dann u* diese Gleichungen auch
im klassischen Sinn.
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Die Isothermie g11 = g22, g12 =0 von u” ergibt sich in Analogie zu 2.2 mittels
innerer Variationen durch Diffeomorphismen

he: Q= Q, x> x+sp(x) mit e CO(QR?Y), |s| < 1.

Wegen u*oh;!' €V, hg=1q und wegen D(u*) = minD(V) ist

diD(u* ohs_l)‘ , =0 firalle ¢ € CZ(Q,R?).
s 5=

Andererseits ergibt sich mit etwas Rechnung

%mwomwpozéfﬂ%rWMW&%—®W)
Q
- 2g12 - (0192 + 32¢1)} d*x.

Aus beidem folgt unschwer g¢11 — g22 = gi12 = 0.

Als Literatur iiber Minimalflichen und das Plateausche Problem empfehlen wir
[32], [35], [36].

3 Regularitit von Minimizern und Extremalen

3.1 Ubersicht

Wir sprechen von optimaler Regularitét eines Minimizers oder einer schwa-
chen Extremalen u: ) — R™ eines Variationsintegrals F : )V — R, wenn
u so oft differenzierbar ist wie der Integrand F'. Die Regularitétstheorie liefert
optimale Regularitdt in den Féllen

(I) m=1 und n=2, m beliebig,
(II) m =1, n beliebig.

Fir n >3, m > 2 ist im Allgemeinen nur partielle Regularitét zu erwarten,
d.h. Glattheit von u auf einer offenen Teilmenge €2 C . Ziel der Regula-
ritétstheorie ist hierbei eine Dimensionsabschétzung fiir die Singularitdtenmen-
ge Q\Qo. Fiir einige Typen von Variationsintegralen mit spezieller Bauart gibt
es jedoch auch im Fall n > 3, m > 2 optimale Regularitdtsaussagen iiberall,
d.h. mit Qo = Q.

Regularitatsnachweise gehtren zu den anspruchsvollsten Themen der Analysis.
Wir beschrinken uns auf die Diskussion der beiden Fille (I) und (II) und ver-
weisen Interessierte auf die Literatur [22], [18].
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3.2 Schwache Extremalen und Euler—Gleichungen

Gegeben sei ein Variationsintegral F : Wg(€2,R™) — R, dessen Integrand F
den folgenden Bedingungen geniigt:

(iy F ist C'-differenzierbar auf QF = Q x R™ x R™*",

(i) a1lz)]* -t < F(x,y,2) < as|z|>+b2 auf Q,

(i) [|Fy(x,y,2)| < asllzl® +bs, [Fa(xy,2)| < a2l +ba

auf Qp mit Konstanten 0 < a1 < a2 und as, a4, b1, ba,bs, by > 0.

SATZ. Fir jedes u€ W' (Q,R™)NL>(Q,R™) und fir ¢ € CC(Q,R™) ist

die erste Variation von F

SF(uwe = [ X (Zlek (x,u, Du)dppi + Fy,(x,u, Du)gpi) d"x
Q i=1 k=1

definiert. Insbesondere gilt fir jeden Minimizer u von F : Wé(Q,]Rm) — R
mit u € L*®(Q,R™)

dF(u)p = 0 firalle ¢ € CZ(Q,R™).
Das Verschwinden der ersten Variation ist die schwache Form der Euler—Glei-
chungen

> Ok [ink(x, u, Du)] = Fy,(x,u,Du) (i=1,...,m).

k=1
Fiir den BEWEIS siehe [22] Ch.I, Thm.5.2.

3.3 Regularitit bei eindimensionalen elliptischen Problemen
SaTz. Der Integrand F sei CF-differenzierbar (2 < k < o0) auf Qp =

IxR™xR™ mit [o,8] CI; ferner seien die Wachstumsbedingungen (ii),
(iii) fir Q =)o, B] erfillt, und F sei elliptisch (Fpz(z,y,z) > 0 fir z € [o, 3],
v,z € R™). Liefert u ein starkes lokales Minimum von F in

V = {veW'(a,8) | v(a) =a, v(8) =b},
s0 ist u eine CF-differenzierbare Lésung der Euler—Gleichung fiir F.

BEWEISSKIZZE.

Jede Kurve v € V ist absolutstetig auf [, 3], und es gibt eine Nullmenge
N Cla, 8], sodass v'(z) fiir =€ [a,B]\ N existiert. Wir setzen v'(z):=0



186 86 Direkte Methoden der Variationsrechnung

fir z € N. Sei F(u) < F(v) firalle veV mit |[v—u|_ <1 Nach3.2
gilt dann

R —w

(Fy(x,u, u)e + Fz(x,u,u’)cp') dx =0 fir alle ¢ € CZ®(Ja, B[,R™).
Wegen (iii) ist ||Fy (z, u(z),u’(x))|| < as ||[u’(z)||> + bs, also existiert
®(z) = [VyF(t,u(t),u'(t))dt

und ist absolutstetig. Partielle Integration (Bd.2, §8:3.3) ergibt

R —w

(VZF(CL‘, u(z),u’(z)) — @(x))cp'(x) de =0 fir ¢ € C(a,b[,R™).

Mit dem Hilbert-Lemma (Bd.2, §10:4.3) ergibt sich die Existenz einer Kon-
stanten ¢ mit

V. F(z,u(z),u'(z)) = ®(z)+c fii.

Die Regularitit von u folgt nun wie in §2:3.4: Aufldsung nach u’(z) ergibt,
dass u #quivalent zu einer W!-Funktion ist; hierfiir wird die Kettenregel fiir
W!-Funktionen benétigt, vgl. [20] Ch. 2, 2.24. Der Rest ergibt sich genauso wie
in §2:3.4. O

3.4 Regularitdt im mehrdimensionalen Fall n > 2

Fiir n > 2 und Gebiete Q C R" sind die Funktionen v € Wy := W'(Q,R™)
i.A. nicht stetig. Wir nennen zwei W'-Funktionen #quivalent (im Wesentli-
chen gleich), wenn sie sich hochstens auf einer Nullmenge unterscheiden. Um
Regularititsaussagen fiir einen Minimizer bzw. eine schwache Extremale u zu
gewinnen, wird in einem ersten Schritt deren H6lder—Stetigkeit nachgewiesen,
d.h. das Bestehen einer Ungleichung

lu(x2) —ux)| < clxz —xa*

mit Konstanten « € ]0,1[, ¢ > 0. Hierzu sind also punktweise Eigenschaf-
ten aus Integralbeziehungen abzuleiten. Es ist plausibel, dass solche Beweise
anspruchsvolle Techniken erfordern.

Fiir die Regularitiatstheorie werden fiir den Integranden F' schérfere Wachstums-
bedingungen als die in 3.3 verlangt; diese garantieren u.a. fiir eine Minimumstelle
u von F in Wé, dass 0F(u)p =0 fiir alle ¢ € Wg. Fiir das Folgende setzen
wir die C?-Differenzierbarkeit von F auf Qp := Q x R™ x R™*" voraus und
stellen die Wachstumsbedingungen
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(1) allzl® =b < F(x,y,2) < az|z]* +be,

I I

(2) |Fyz (X,y,Z) Fy,yyk (Xva Z)| S 1 (1 + HZ”2) ’

Fyizy (x,y,2)

e (xy, Z)| ) |Fzrmyj (x,y,2)

Fepa;(x,y,2)| < ca(1+l2]),

I

inkzjl(X7Y7z)| < c3
fir (x,y,z) € Qr und alle in Frage kommenden Indizes; hierbei sind die
a;,bj,c; Konstanten mit 0 < a1 < a2, bi,b2,c1,c2,c3 > 0.

Ferner gelte in Q die starke Elliptizitidtsbedingung
(5) Z Z inkzjl(X,y,Z) Czk le 2 Co HCHQ

fiir alle Matrizen ¢ € R™*™; dabei ist co > 0 eine Konstante.

(a) Sarz (MORREY 1940). Sei n = 2, und F erfiille die Bedingungen (1)—
(5). Dann ist jeder Minimizer von F in Wg(,R™) reprdsentiert durch eine
Funktion u:Q — R™, die so glatt ist wie der Integrand. Insbesondere ist u
analytisch, wenn F analytisch ist.

Diesem Satz ordnet sich das Beispiel 2.3 unter mit

D(u) = [|Dul*d®x = [(|IVw|*+|Vul?) d°x, Q=Ki(0),
Q Q

F(z) = ||z||* fir zeR**2.

Offenbar sind die Voraussetzungen (1)—(5) erfiillt. Wie wir in 2.3 gesehen haben,
liefert die dort angegebene isotherme Parametrisierung u* ein Minimum von D
auf Wi« (Q,R?), ist also analytisch.

Ein erster, wesentlicher Schritt zum Beweis des Satzes von Morrey ([25] Ch. 5)
besteht im Nachweis der Holder—Stetigkeit |[u(xz2) —u(z1)] < c¢l||lze — 21|
mit « = a1/(2a2). Dieser stiitzt sich auf die Bedingung (1) und beruht auf
folgenden Argumenten ([25] Thm. 1.10.2, 3.5.2, [22] Ch.IIL1):

(i) Fiir das Dirichlet-Integral

Dx(r) == [ |IDul*d’¢
Kr(x)

wird unter der Voraussetzung K,(x) C ©, 0 < r < R die Wachstumsbedingung

Dy(r) < ¢(R)?- (r/R)** mit einer Konstanten c(R) > 0
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hergeleitet. Diese ergibt sich im Vergleich von u = (u1,...,u») mit der aus
u durch harmonische Abénderung auf B := K,(x) entstehenden Funktion v,
d.h.

(k=1,...,m);

B up auf Q\ B
Uk = hi auf Q

hierbei sind die hy die eindeutig bestimmten Lésungen von Ah = 0 in B,
h=u, auf 0B (k=1,...,m; vgl. Bd.2, §6:5.4).

(ii) Durch Glédttung

u"(x) = limL f ud?¢

2
r—0 7T Ko (x)

entsteht eine fiir alle x € Q definierte, zu u dquivalente Funktion u* : Q — R™,
welche die oben genannte Holder—-Bedingung erfiillt.

(b) Der skalare Fall m = 1. Hier hat die Elliptizitidtsbedingung (5) die Form

inzk(x,y,z)gi,ék > Co HS”Z mit co > 0.
ik=1
SATZ (LADYZHENSKAYA, URALTSEVA 1961).

Jede schwache Extremale v € WH(Q) NL®(Q) wvon F:WHQ) — R ist so
glatt wie der Integrand F'. Insbesondere ist u analytisch, wenn F analytisch ist.

Hier wird nicht vorausgesetzt, dass u ein Minimizer ist.

Fiir den BEWEIS verweisen wir auf [24] Ch. 4, Ch. 5, [25] Ch. 5.11, [22] Ch. VIIL.1.



Kapitel 11

Differentialgeometrie

§ 7 Kurven und Flichen im IR3

In diesem Paragraphen stellen wir grundlegende Begriffe der Differentialgeome-
trie von Kurven und Flichen im R? wie Kriimmung, Geodiitische und Parallel-
verschiebung vor. Die Vertrautheit mit diesen Konzepten ist fiir das Verstdndnis
der Riemann— und Lorentz—Geometrie nicht unbedingt erforderlich, erleichtert
aber den Zugang.

Wir betrachten im Folgenden durchweg C*°—differenzierbare Objekte (Kurven,
Fldchen, Funktionen). Das erleichtert den Kalkiil und bedeutet keinen Verlust
an geometrischer Substanz.

1 Kriimmung von Kurven

1.1 Kurven im IR3

(a) Unter einer Kurve im R? verstehen wir im Folgenden eine C*°~Abbildung
a:I->R", t—a) = (ai(t),a(t),as(t))

auf einem offenen Intervall I. Die Bildmenge a () heifit Spur von «. Eine Kurve
heifit regulér, wenn

a(t) = (dl(t),dg(t),dg(t)) ;é 0 firalle tel

und Bogenlingen—Parametrisierung (Parametrisierung durch die Bo-
genliinge), wenn ||&(¢)|| =1 fiir alle ¢ € I.

Fiir Bogenldngen—Parametrisierungen gilt

d, . o _
a(a,a) = 0.

N =

(a(t), a(t)) =

Zwei regulire Kurven o : I — R* B :J — R*® heiBen dquivalent (ge-
hen durch Umparametrisierung auseinander hervor), wenn es einen C*°—
Diffeomorphismus h: I — J gibt mit a = 8o h. Die Kurven heiflen gleich
orientiert, wenn h > 0 gilt, andernfalls heiffien sie entgegengesetzt orien-
tiert

Aquivalente Kurven haben dieselbe Spur; sind zwei regulire Kurven o, in-
jektiv und stetig invertierbar, so ist die Gleichheit ihrer Spuren auch hinreichend
fiir ihre Aquivalenz (Bd. 1, §24:1.3).
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(b) SATZ. Zu jeder requliren Kurve o : I — R3 gibt es eine dquivalente, gleich
orientierte Bogenlingen—Parametrisierung 3 : J — R>. Diese ist nach Vorgabe
eines Kurvenpunkts a = «(to) durch die Bedingung B(0) = a eindeutig
bestimmd.

BEWEIS siehe §5:2.3(c) oder Bd. 1, §24:2.5.

(¢) Unter einem Kurvenstiick verstehen wir hier (abweichend von Bd.1,
§24:1) die Einschrinkung einer Kurve auf ein kompaktes Intervall.

1.2 Kriimmungsradius und Schmiegkreis

(a) SATz. Seien B :J — ]R:3 eine Bogenlingen—Parametrisierung und a =
B(so) ein Kurvenpunkt mit (B3(so) #0, 0.B.d.A. so =0. Dann gibt es genau
einen Kreis

s — v(s) = m+rcos(ws)vi + rsin(ws) va

mit Mittelpunkt m, einem Orthonormalsystem vi,va und mit r,w > 0, der fiir
s =0 die Kurve 3 im Punkt a von zweiter Ordnung berihrt:

B0) =~(0), B(0)=%(0), B(0)=%(0).
Fiir diesen gilt
r=]BO)I7", m=a+s*B(0), vi=rp0), v2=0(0).

Wir nennen 7 den Kriimmungsradius, «:=r"' = ||3(0)| die Kriimmung,
m den Kriimmungsmittelpunkt und die Spur von v den Schmiegkreis der
Kurve 8 im Punkt a = 3(0).

BEMERKUNGEN. (i) In Kurvenpunkten B(so) mit B(so) = 0 setzen wir £ = 0.

(i) Das Beriihren zweiter Ordnung im Punkt a kann auch mittels Taylor—
Entwicklung gekennzeichnet werden durch die Bedingungen [UA]

o1 ..

lim — (,3(5) — 7(3)) =0 fir k=0,1,2.

s—0 S

BEWEIS.

Die Beriihrbedingungen liefern
a=p0) =70 = mtrvi, B0) = 4(0) = rova,
B0) =5(0) = —rw’vi.

Aus der zweiten Bedingung folgt rw = [|3(0)]| = 1, also vo = B(0). Aus der

dritten Bedingung folgt wvi = rw?vi = —3(0), also r[|B(0)| =rw=1. O
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(b) Die Kriimmungsgrofien r, s, m einer beliebigen reguldren Kurve o : 1 —

R? an der Stelle a = a(ty) definieren wir durch die entsprechenden GréBen

der zugehorigen, gleich orientierten Bogenldngen—Parametrisierung 8 : J —

R? mit B(0) = a; hierzu muss die lineare Unabhingigkeit von ¢&(to), & (to)

vorausgesetzt werden. Das Gram—Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren,

angewandt auf &(to), &(to), liefert dann ein Orthonormalsystem T, N mit
& (to) G(to) — (T, é(to)) T

S el N T Ta() - (T, &) T

Es ergibt sich
_Jléto) x G(to)| _ 1
l[é(to)[|? r’

m = a + 1 N.
K
Im Fall der linearen Abh#ngigkeit von

A& (to), &(to) setzen wir k = 0.

Nachweis als [UA]: Seio0.B.d.A. tg = 0.
Folgern Sie aus « :_,3 oh mit h >0,
h(0) =0 und aus ||3]| =1, dass

h0) = &),

h(0)h(0) = (6(0),&(0)), h(0) = (T,&(0)), B(0)=T,

a0 (TLEONT  [é(0) — (T.&(0) T
PO = —"RoE - EOIE

16(0) x &) <
COERR

die letzte Gleichheit folgt aus
IT x &0)|* = [|&(0)|* = (T,&(0))* = [|&(0) - (T,&(0)) T|*.
Die Kurve ¢+— m(t) der Kriimmungsmittelpunkte heifit die Evolute von a.

(c¢) Fiir reguliire ebene Kurven ¢ +— (x(t),y(t)) ergeben sich die Kriimmung
und die Evolute aus (b) mit «a(t) = (x(t),y(¢),0)
_ @) - 2@)y()]

(&(8)2 +9()2)*

K(t)
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Fiir ebene Kurven in Graphengestalt ¢ — (¢,y(t)) ergibt sich die in

§2:4.4(c) und §5:3.1(b) verwendete Formel «(t) = 4(t)/+/(1+ y(¢)2)3.

1.3 Aufgaben

(a) Die von NEWTON in seinen Principia verwendete Konstruktion des Kriim-
mungsmittelpunkts einer ebenen Kurve besteht darin, die Normalen benachbar-
ter Kurvenpunkte «(t) und a(t+h) zum Schnitt zu bringen und den sich fiir
h — 0 ergebenden Grenzwert zu bestimmen. Zeigen Sie die Ubereinstimmung
mit der hier gegebenen Definition.

(b) Berechnen Sie fiir die Ellipse ¢+ (a cost,bsint) (a # b) die Kriimmung
und die Evolute. Zeigen Sie, dass letztere der Gleichung (Az)*® + (By)?/® =1
mit Konstanten A, B > 0 geniigt, und machen Sie eine Skizze.

(c) Zeigen Sie, dass die Evolute des Zykloidenbogens ¢ — (¢ —sint,1 — cost)
(0 < t < 2m) ein Zykloidenbogen in verschobener Lage ist. Stellen Sie die
Verbindung zwischen diesem Ergebnis und der Huygensschen Konstruktionsidee
einer Pendeluhr mit Zykloidenhemmung her, vgl. §2:2.3 (e).

(d) Zeigen Sie: Die Kriimmung einer Kurve ist bewegungsinvariant.

2 Flichen im IR3

2.1 Darstellung von Flidchen, Beispiele

(a) Eine nichtleere Menge M C R? heiBt Fliche, wenn es zu jedem Punkt
a€ M eine Umgebung U C R® und eine C*°-Abbildung & : Uy — R® auf
einem Gebiet Uy C R? gibt mit folgenden Eigenschaften:

(i) @ ist injektiv und ®(Upg) = M NU,

(ii) die Jacobi-Matrix d®(u) hat den Maximalrang 2 an jeder Stelle u € Uy,
(iii) die Umkehrabbildung ®7': M NU — Up ist stetig.

Jede solche Abbildung @ heifit Parametrisierung von M, und M NU =
®(Up) heiBt eine Koordinatenumgebung von a in M. Flichen, die Bild
einer einzigen Parametrisierung sind, heiflen Flichenstiicke. Zu Beispielen von
Flichenstiicken und zur Bedeutung der Voraussetzungen (i)—(iii) verweisen wir
auf Bd. 1, §25:1.

Die Einschrankung einer Parametrisierung @® : Uy — M auf ein Teilgebiet
von Uy ist wieder eine Parametrisierung von M. Wir verzichten auf den rein
technischen Beweis.

Fiir zwei Parametrisierungen ® : Uy — ]R3, ¥V, > R® von M mit
D := M N®Uy) NT(Vy) # 0 vermittelt die Parametertransformation
(Koordinatentransformation)

h="'cd
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einen C*°-Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen ® (D), ¥~ (D) c R
Der BEWEIS wird in Bd. 2, §11:1.3 gegeben.

Auf schwichere Differenzierbarkeitsvoraussetzungen lassen wir uns nicht ein,
weil es hier in erster Linie um Geometrie geht und weil wir uns nur unnétige

Komplikationen einhandeln wiirden, denn alle Flidchen von Interesse sind C*°—
Mannigfaltigkeiten.

Im Hinblick auf die ab § 8 verwendeten Notationen der Tensoranalysis schreiben
wir bereits hier die Parameter und die Koordinaten der Fldchenpunkte mit
hochgestellten Indizes:

u=(u',u?),  x=(a'a%a%).

(b) Wir erinnern an die Definition des Tangentialraums TaM einer Fliche
M im Fliachenpunkt a (Bd. 1, §25:3.3, Bd. 2, §11:1.6). Dieser besteht aus den
Tangentenvektoren v = ¢(0) aller Kurven « :]—¢,e[ — M mit a(0) = a.

Fiir jede Parametrisierung ® von M mit a = ®(u) wird TaM von den nach
(ii) linear unabhingigen partiellen Ableitungen 01 ®(u), d2®(u) aufgespannt,
ist also zweidimensional.

(c) SATZ. Fiir jede C*°~Funktion f:R*C Q — R ist die Nullstellenmenge
M = {XGQ’ f(x):O}

eine Fliche im R, falls M mnicht leer ist und falls
Vf(x)#0 firalle xe M.

Dies folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, vgl. Bd.1, §22:5.5, 5.7.
Ist zB. a = (a',a%d®) € M und 03f(a) # 0, so gibt es Umgebungen
Up von (a',a?) und Vp von a® sowie eine eindeutig bestimmte C°°~Funktion
p:Up— Vo mit

f(:r17:£2,w3) =0 «— 2*= go(xl,xQ) fiir (x17:v27x3) ceU:=Uy x VW,
dh. MNU = {<I>(a:1,m2) = (ml,mz,go(ml,wQ)) ’ (z',2%) € Uo}.
[0A]: Priifen Sie die Eigenschaften (i)-(iii) fir @ : Uy — M NU nach.
Der Tangentialraum T, M im Punkt a € M ist in diesem Fall der Orthogonal-

raum zu V f(a) [TA].

Mit diesem Satz lassen sich zahlreiche Gebilde im R? als Flichen erkennen, z.B.

2 2 2
{(%yzz) ‘ 22-1—2;24—;—1} (a,b,c > 0) Ellipsoid,
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{(977% 2) ‘ Va4 y? = coshz} Katenoid,
2
{(f‘?’yvz) ‘ (\/$2‘|'y2 —7’) +22= h2} (0<h<r) Torus,

{(m,y, z) ’ 4y’ =2 = 1} einschaliges Hyperboloid,
{(:my7 z) ’ 224yt -2t =1 } zweischaliges Hyperboloid.

Skizzieren Sie diejenigen dieser Fliachen, von denen Sie keine anschauliche
Vorstellung haben.

(d) Eine Fliche M C R? kann nahe jedes Flichenpunktes als Graph darge-
stellt werden:

SATZ. Zu jedem Punkt a = (a',a®,a®) g¢ibt es nach eventueller Umnummerie-
rung der rdumlichen Koordinaten eine Umgebung Vo C R* won (a',a?), eine
Umgebung U C R?® wvon a und eine C*°—Funktion ¢ :Vy — R, deren Graph
MNU ist. Nach Ausfihrung einer Bewegung des R? lisst sich erreichen, dass
a=0, es L TuM und ¢(0,0) = 01¢(0,0) = 92¢(0,0) =0 gilt.

BEWEIS.

Umnummerierungen der Raumkoordinaten und Bewegungen im R? sind C*°—
Diffeomorphismen, die Fldchen wieder in Flidchen und Tangentialebenen wieder
in Tangentialebenen iiberfiihren.

Wir wihlen eine Parametrisierung @ : Uy — R? fiir M und eine Koordina-
tenumgebung U von a mit ®(Up) = M NU. Fiir up = & '(a) hat d®(uo)
den Rang 2; bei entsprechender Nummerierung der Raumkoordinaten diirfen
wir deshalb annehmen, dass

81(131(110) 82(131(110)

81@2(110) 82@2(110) # 0.

Wir wenden den Umkehrsatz Bd. 1, §22:5.2 auf ¥ := (&', ®*) an. Nach der
Bemerkung (a) iiber die Einschrinkung von Parametrisierungen kénnen wir
Uy gleich so wihlen, dass ¥ ein C*°—Diffeomorphismus zwischen Uy und einer
Umgebung V; von (a',a?) ist. Die Abbildung ® o &' : 1, — R>® hat die
Gestalt (u',u?) — (u',u?, o(u',v?)) mit der C*° Funktion ¢ = & o T*
und besitzt die Bildmenge ® o ¥~(V5) = &(Up) = M NU. o

2.2 Differentialrechnung auf Flichen

(a) Eine Funktion f:M — R auf einer Fliche M C R> heifit differenzier-
bar, wenn es zu jedem Punkt a € M eine Parametrisierung ® : Uy — M NU
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einer Koordinatenumgebung von a gibt, so dass f o ® auf Uy differenzierbar
ist. Fiir jede andere Parametrisierung ¥ : Vo — M NV einer Koordinatenum-
gebung M NV vonaist fo® = (fo®)o (P ' o W) dann nach 2.1(a)
ebenfalls in einer Umgebung von ®~!(a) differenzierbar, so dass die Frage der
Differenzierbarkeit von f nicht an der Wahl der Parametrisierung hingt.

Differenzierbare Funktionen f: M — R sind stetig wegen f = (fo®)o® .
Es ist klar, wie C"-Differenzierbarkeit zu definieren ist. Auf den Begriff der
Ableitung einer differenzierbaren Funktion f: M — R gehen wir in (c) ein.

Die C™-Differenzierbarkeit von Vektorfeldlern X = (X! X% X%): M — R?
wird auf die C"-Differenzierbarkeit der Koordinatenfunktionen X1', X2 X3
zuriickgefithrt. Damit ist auch klar, was C"-Differenzierbarkeit einer Abbildung
@ : M — N zwischen zwei Fliachen bedeutet.

Wenn nichts Anderes gesagt wird, setzen wir die C*°—Differenzierbarkeit voraus.
Den Vektorraum der C*°—~Funktionen f: M — R bezeichnen wir mit FM.

Unter einer Flichenkurve verstehen wir eine Kurve « : I — M mit der
FEigenschaft, dass fiir jede Parametrisierung ® : Up — M NU die Kurve
t— ® (a(t)) firalle t €T mit a(t)c MNU eine C™®-Kurve ist.

Meist lassen wir das Attribut ,,C°°—differenzierbar“ weg und sprechen einfach

von Funktionen, Vektorfeldern und Kurven auf einer Fliche M.

(b) Unter einem tangentialen Vektorfeld X auf M verstehen wir ein C*°—
Vektorfeld auf M mit X(a) € TaM fiir jedes a € M. Die Gesamtheit der
tangentialen Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit VM. Diese enthélt mit
X, Y eVM, f,g € FM auch die FM—Linearkombination fX + gY.

Fiir jede Parametrisierung @ : Uy — R*® von M mit Koordinatenumgebung
MNU = ®(Up) definieren wir die lokalen Basisfelder auf M NU durch

Xi(a) = 0;®(u) fir a=®u)eMNU (=12).

Wegen X;o0® = 9;® und der C*°—Differenzierbarkeit von ® : Uy — R? sind
diese C*°—differenzierbar.

Jedes tangentiale Vektorfeld X € VM hat auf M NU die lokale Basisdar-
stellung

2
X = Y ¢X;
1=1

mit C*°—differenzierbaren Koeffizientenfunktionen &*, £2.

Denn mit

Aik = <81®78k(§>7 bk = <Xo¢’78k¢>
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2
ergibt sich aus Xo® = Y (£ 0 ®)9;® durch Skalarproduktbildung mit 9;%®
i=1

das 2 x 2-Gleichungssystem
2 .
San-(Eo0®) = b (k=1,2)
k=1
mit der Determinante

[61®]%|02@|° — (018, 02®)° = [|01® x B> > 0.

Dessen Losungen £ o @ ergeben sich mit der Cramerschen Regel als rationale
Ausdriicke in den differenzierbaren Funktionen aik, bk, woraus sich definitions-
gemaf die C*°—Differenzierbarkeit der £* ergibt.

(¢) Fiir eine Funktion f € FM und einen Punkt a € M definieren wir die
Ableitung in Richtung eines Tangentialvektors v € To,M durch

df(a) = (foa)(®) = Sr@®),_, .

wobel o :]—e,e[ — M eine Fldchenkurve ist mit a(0) = a, &(0) =v. Die
Wahl von « spielt hierbei keine Rolle; dies ergibt sich aus der

Koordinatenstellung der Richtungsableitung: Fiir jede Parametrisierung
® einer Koordinatenumgebung M NU von a mit ®(ug) = a und die
zugehorigen lokalen Basisfelder X, Xo gilt

(1) ovf(a) = i:vi dif(a), falls v = ﬁ:vi X;(a);
hierbei ist
(2) 0if(a) := 0i(fo®)(ug) = 0O, f(a) mit v, := X;(a) (1=1,2).

Denn fiir u(t) = (u'(t),v*(t)) := @ *(a(t)) gilt u(0) =ue und

V=G&(0)= (@ow)(0) = 3 8@(u)i(0) = 324 (0)X(a).

=1 =1

Es folgt v* =4*(0) fir ¢ =1,2 und damit

(Foa)(0) = ((fo@)om)'(0) = X ai(fo®)(uo)i(0)

2
Z v’@lf(a) .
i=1

Aus (1) folgt insbesondere 0;f(a) = 0y, f(a) mit v; :=X;(a) (i=1,2).
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Rechenregeln fiir die Richtungsableitung
(3) v 0Ovf(a) istlinear auf TaM ,

(4) fr— 0Ovf(a) ist linear und geniigt der Produktregel.

BEWEIS als [0A].

(d) Fiir Vektorfelder
X=x"x*Xx%: MR’

erkliren wir die Ableitung in Richtung v € ToM durch
oX(a) = (8vX1(a)78vX2(a)7GVXS(a)) .

Wie in (c) ergibt sich die Linearitét dieser Richtungsableitung beziiglich v und
beziiglich X; ferner gilt die Skalarproduktregel

(X, Y)(a) = (0X(a),Y(a)) + (X(a),0vY(a).

Fiir ein tangentiales Vektorfeld X und ein beliebiges Vektorfeld Y definieren wir
schlieBlich das Feld 0xY durch die punktweise ausgefiihrte Richtungsableitung

8xY(a) = 8X(3)Y(a) fir ae M.

Bei gegebener Parametrisierung mit zugehorigen lokalen Basisfeldern X, Xo
setzen wir wie oben

aY = 0x,Y (i=1,2).

Fiir die lokalen Basisfelder Xi, X2 gelten die Vertauschungsrelationen
0iXr = X, 0:0;Xk = 0;0:; Xy,

denn diese bedeuten nichts anderes als

0,0:® = 0p0i®, 0:0;0:® = 0,00, .

2.3 Die innere Geometrie einer Fliche

(a) Zur inneren Geometrie einer Fliche M C R? zihlen wir alle Begriffe und
Groflen, die sich allein auf Langenmessung innerhalb von M zuriickfithren las-
sen. Die Ubertragung der Abstandsmessung vom umgebenden Raum R? auf die
Fléche kann wegen der Flachenkriimmung nur infinitesimal, d.h. unter Verwen-
dung von Grenzprozessen erfolgen. Die Prizisierung des Ubertragungsprozesses
besteht darin, dass von jedem Tangentenvektor v € ToM an einem Fléichen-
punkt a € M die R®>Norm ||v| fiir die Lingenmessung in der Fliche M
iibernommen wird, oder, was auf dasselbe hinauslauft, das IR*-Skalarprodukt
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(u,v) zweier Vektoren u,v € TaM. Wir bezeichnen das auf TaM einge-
schrinkte Skalarprodukt der Deutlichkeit halber mit

() Va : TaM xTaM — R

und nennen dieses die erste Fundamentalform von M an der Stelle a € M.
Entsprechend bezeichnen wir die auf ToM eingeschrankte Norm mit || -|,. Al-
les, was sich mit Hilfe der ersten Fundamentalform ausdriicken ldsst, rechnen
wir seit GAUSS der inneren Geometrie von M zu. Hierzu gehéren Winkel,
Flicheninhalt, und, wie wir im Folgenden zeigen, die Gaufische Kriimmung,
Geoditische und Parallelverschiebung von Vektorfeldern.

GAuss entwickelte dieses Programm in seiner Flichentheorie 1827, vgl. [73].
(b) Sei ®: Uy — R® Parametrisierung einer Koordinatenumgebung MNU =

®(Up), und Xy, X, seien die zugehorigen lokalen Basisfelder, d.h. fiir i = 1,2
gilt

Xi(a) = 0;®(uo) fir a= P(uo).
Dann sind die Koeffizienten der ersten Fundamentalform
gir = (X4, Xy)
C*°—differenzierbar auf M NU wegen g;x 0 ® = (0;®, 0, ®) € C=(Up).

Demnach sind die g;; (von der Parametrisierung ® abhéngige) Funktionen auf
M. In solchen Féllen, in denen die Flache durch konkrete Parametrisierun-
gen gegeben ist, bezeichnen wir die Skalarprodukte (9;®,9,®) = gi 0 @~ !
bequemlichkeitshalber ebenfalls mit g;x, so wie dies in §6:2.3 und in Bd. 1,
§25:2.1 praktiziert wurde.

Fiir tangentiale Vektorfelder X,Y mit den Basisdarstellungen
2 2
X =Y¢¢X,, Y=Y 17X
i=1 k=1
erhalten wir

(X,Y) = g &n®,  IX|IP = gin E€F

2 2
ik=1 ik=1

Die zweite Gleichung wird in traditioneller Notation geschrieben als

2 1

2
ds? = Z Gir du’ du”
o=

mit der Interpretation von ds als Abstand zweier ,infinitesimal benachbarter®
Punkte mit den Koordinaten (u!,u?) und (u' 4 du',u® + du?).



2 Flichen im R? 199

Die Matrix (g;x) ist an jeder Stelle a symmetrisch und positiv definit wegen
2
gi(a)v! v* = ||v||*> > 0 fiir v # 0. Die inverse Matrix bezeichnen wir mit
k=

ik=1
(g”“); diese ist ebenfalls symmetrisch und positiv definit. Es gilt also

2 . 20 . 1 firi=k
S gijg’t = oF S g gk = 6} it §F =
j:1g]g 7 j:1g gjk PR [ 0 furz#k

und

2.4 Orientierte Flichen

Eine Fliche M C R® heifit orientierbar, wenn sie mittels einer Familie O
von Parametrisierungen iiberdeckt werden kann, so dass je zwei iiberlappende
Parametrisierungen @®, ¥ durch eine Parametertransformation h = ' o &
mit detdh > 0 verbunden sind. Eine Orientierung von M besteht in der
Auszeichnung einer solchen Familie O. Fiir jede Parametrisierung ® € O einer
Koordinatenumgebung ®(Up) eines Punktes a € M hat

X;(a) x Xz(a)

N@ = XK@ *x Xa(@)]

mit X; = (0;®)o® " (i=1,2)

denselben Wert (Bd. 1, §25:3.3). Auf diese Weise induziert jede Orientierung
von M ein C*°—Vektorfeld auf M, das zugehorige Einheitsnormalenfeld.

Existiert umgekehrt ein Einheitsnormalenfeld N auf ganz M, d.h. ein C*—
Vektorfeld mit

N(a) L TaM, |N(a)|=1 fir ac M,

so ergibt sich eine Orientierung von M durch Auszeichnung aller Parametri-
sierungen ®, fiir die 01 ®(u) x dP(u) jeweils ein positives Vielfaches von
N(®(u)) ist. Diese nennen wir positive, alle anderen negative Parametrisierun-
gen der durch das Einheitsnormalenfeld N orientierten Flache M. Orientierbare
Fléchen besitzen demnach genau zwei Orientierungen bzw. genau zwei Einheits-
normalenfelder.

Jede durch eine Gleichung f(x) = 0 definierte Flidche (vgl. 2.1 (c)) ist orien-
tierbar, da N = V f/||V f|| ein Einheitsnormalenfeld auf M ist.

FEin Einheitsnormalenfeld N auf M definiert in Umgebung jedes Fldchenpunktes
a einen Drehsinn {iber die durch N induzierte Orientierung von T, M.
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3 Kriimmung von Flichen

3.1 Normalschnitte und der Satz von Meusnier

(a) Sei M eine durch ein Einheitsnormalenfeld N orientierte Fliche. Wir ord-
nen jeder Tangentenrichtung in einem Fldchenpunkt a auf folgende Weise eine
Kriimmung zu:

SATZ. Sei v € TaM ein Vektor der
Linge 1 und E die von v und N(a) auf-
gespannte Ebene durch a. Dann gibt es
genau eine Kurve
a:]l-ee-MNE
in Bogenlingen—Parametrisierung mait
a(0)=a, a(0)=v,
die Normalschnittkurve von v in a
genannt wird.
Die Zahl E
fin := (&(0),N(a))
heiffit Normalkriimmung von M an der Stelle a in Richtung v € TaM. Thr

Betrag ist die Kriimmung ~ des Normalschnitts. Im Fall x,, > 0 ist der Normal-
schnitt zum Normalenvektor hin gekriimmt, im Fall s, < 0 von ihm weg.

BEWEIS.

(i) Nach Satz 2.1 (d) kénnen wir durch Umnummerierung der Raumkoordina-
ten und durch eine rdumliche Bewegung erreichen, dass M in einer Umgebung
von a = 0 Graph einer C*°~Funktion ¢ mit ¢(0,0) = d1¢(0,0) = 92¢(0,0) =0
ist und daher N(0) = e3 gilt. Nach einer Drehung um die z3—Achse diirfen wir
zusiitzlich v = e; annehmen, d.h. E = Span{e;,es}. Damit ist M N ENU
die Spur der Kurve t — B(¢) := (¢,0,¢(¢,0)) (|t| < 1). Die zugehorige
Bogenldngen—Parametrisierung o mit a(0) = 3(0) liefert dann die eindeutig
bestimmte Normalschnittkurve.

(i) Da @&(0) auf v = &(0) senkrecht steht und in E liegt, ist &(0) ein
Vielfaches von N(a), also |k,| = [|&(0)| = &. O

(b) SATZ (MEUSNIER 1776). Fir v € TaM mit ||v||=1 ist
kn = —(v,0yN(a)),

und es gilt
rn = (&(0),N(a))

fiir jede Kurve o auf M mit «(0) =a, &(0) =wv.
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BEWEIS.

Fiir jede Kurve a :]—¢,e[ = M mit a(0) =a, &(0) =v ist (&, Noa)=0,
daraus ergibt sich durch Differentiation

0 = (&,Noa)' = (&Noa) + (&, (Noa)’).
An der Stelle t = 0 ergibt sich daraus wegen (N o «)’(0) = d,N(a)

(@(0),N(a)) = —(v,0N(a)).

Fiir Normalschnittkurven « ist die linke Seite gleich k. O

3.2 Zweite Fundamentalform, Gestalt—Operator und Kriimmung
Wir betrachten eine durch ein Normalenfeld N orientierte Fliche M C R>.

(a) Grundlegend fiir das Folgende ist es, die Normalkriimmung als Wert einer
quadratischen Form auf ToM fiir Vektoren der Lénge 1 aufzufassen. Hierzu
definieren wir die zweite Fundamentalform II, von M an der Stelle a durch

O : TaM X TaM — R, 1a(u,v) := (u,—0,N(a)).

SATz. Die zweite Fundamentalform ist eine symmetrische Bilinearform auf
TaM.

Der Nachweis der Symmetrie folgt in 3.3. Die Linearitéit von v — —0yN(a) ist
leicht zu sehen. Dariiberhinaus gilt

OvN(a) € ToM fiir alle v e T, M.

Denn aus (N,N) =1 folgt nach der Skalarproduktregel 2.2 (d)
0 = & (N,N) = 2(3,N,N), also 8N L N.

Wir nennen den linearen Operator
Sa :TaM — TaM, v — —0yN(a)

die Weingarten—Abbildung oder den Gestalt—Operator von M an der
Stelle a.

Dieser ist also symmetrisch beziiglich der ersten Fundamentalform:
(Sau,v) = (u,Sav) = a(u,v) fir u,veTaM.

Somit hat das charakteristische Polynom det(Sa —AL) reelle Nullstellen k1, k2
mit k1 < K2, und es gibt eine Orthonormalbasis (vi,vz2) fiir TaM aus
zugehorigen Eigenvektoren.
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Die Eigenwerte k1, k2 von Sa heilen Hauptkriimmungen von M an der Stelle
a; nach dem Rayleigh—Prinzip (Bd. 1, §20:4.1) ist x1 die kleinste und xo die
grofite Normalkriimmung von M an der Stelle a.

Jeder Eigenvektor von S, bestimmt eine Hauptkriimmungsrichtung.

Die Determinante K (a) von S, heifit GauB3sche Kriimmung an der Stelle a,
und H(a) = £Spur Sa heiit mittlere Kriimmung an der Stelle a. Es gilt also

1
K(a) = K1 K2, H(a) = 5(:‘114—%2).
Die bekannte Beziehung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel
besagt

K(a) < H*(a),

und aus det(Sa — A1) = (A — k1)(A — k2) = A2 — 2H (a)\ + K(a) folgt
- (H— VH? —K) @), ko = (H+ VH? —K) (a).

Bei Anderung der Orientierung von M wechseln die Hauptkriimmungen und
die mittlere Kriimmung das Vorzeichen; die Gaufische Kriimmung &ndert sich
nicht.

Nach 1.3(d) bleiben die Kriimmungsgroflen k1, k2, H, K unter einer orientie-
rungstreuen Bewegung der Fliche M erhalten.

BEISPIELE. (i) Fiir eine ebene Fliche M ist jeder Normalschnitt eine Gerade,
also sind alle Normalkriimmungen Null. Es folgt H = K = 0.

(ii) Fiir die R—Sphire M = {X € ]R?" ||| = R} mit dem &ufleren Einheits-
normalenfeld sind alle Normalschnitte Groffkreise mit Radius R; alle Normal-
kriimmungen sind k, = —1/R [JA]. Esfolgt x1 = ko = H = —1/R, K = 1/R?
in jedem Punkt a € M.

(iii) Fiir den Zylinder M = {(m,y, z) | 22+ = RQ} mit dem dufleren Ein-
heitsnormalenfeld ergeben sich die Hauptkrimmungen k1 = —1/R, k2 = 0;
es gilt also H=—1/2R und K =0 in jedem Punkt a € M.

(b) Aus dem Vorzeichen der GauBschen Kriimmung K(a) ldsst sich auf die
Gestalt der Fliche nahe a schlieflen: Im Fall K(a) > 0 haben beide Haupt-
kriimmungen k1, k2 gleiches Vorzeichen. Fiir k1, k2 > 0 ist daher jede Normal-
schnittkurve o mit «(0) = a wegen k, = (&(0),N(a)) > k1 > 0 zum
Normalenvektor N(a) hin gekriimmt, fiir k1,2 < 0 dagegen von ihm weg
(Fig.). Im Fall K(a) < 0 haben die Normalschnittkurven a1, oz zu den Haupt-
kriitmmungsrichtungen vi L vy entgegengesetzt gerichtete Normalkriimmungen
ki = (&;(0),N(a)) (i=1,2) (Fig.).
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Die sattelformige Gestalt im letzten Fall ist typisch fiir nicht ebene Minimal-
flichen (H =0, K # 0) wegen K < H? = 0.

Fiir K (a) = 0 lassen sich keine Aussagen iiber das Aussehen der Fliche nahe a
machen, wie die Beispiele My = {(x,y, z) | zt gyt = 0}, a=(0,0,0) zeigen

:

3.3 Koordinatendarstellung der Kriimmungsgroéfien

Sei ® : Uy — M NU eine positive Parametrisierung der orientierten Fléache
M, dh. (0:1® x 92®,No®) >0, und X;,X seien die zugehorigen lokalen
Basisfelder. Mit S bezeichnen wir das Feld der Gestaltoperatoren S, auf M NU;
entsprechend sei Il : a — Il,.

(a) Den in 2.3 (b) definierten Komponenten g¢;;, = (X;,Xy) der ersten Fun-
damentalform stellen wir die Komponenten II(X;,X) der zweiten zur Seite;
dabei beachten wir die aus (X;,N) = 0 mit der Skalarproduktregel 2.2 (d)
folgende Gleichung

0 = O(X;,N) = (9:X;,N) + (X;,0;N).
Mit dem Vertauschungsregeln 2.2 (d) ergibt sich daraus
(1) (X;,—OkN) = (0:X;,N) = (0 Xy, N) = (X, —N).
Somit haben wir
2) g = (X, Xi) =g, g = det(gin) >0, (¢") = (gax)"",

@)

(3) hip = ]I(Xi,Xk) = <Xi,—akN> = hg;, h:= det(hik).

Mit hik = hi; folgt Ha(u,v) = a(v,u) aus den Basisdarstellungen von u,v

und damit die Symmetrie von S [UA]. Die Matrix (h¥) von S definieren wir
durch

4) S(X;) = ihka.
k=1
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Dann gelten die Beziehungen

(5)  hi = Y gihi, ki = 3¢ hi.
j=1 j=1

Die erste folgt aus

2 X 2 .
hin = I(Xi,Xp) = (Xi, S(Xi)) = > WX, X5) = > gij by s
: =

Jj=1

die zweite folgt aus der ersten:

e

2 2 2
G hi; = 3 g% h; = Y gFguhi = Y o;hi = hf.
=1 =1

1 =1

J

Lassen wir geméB der in 4.1 (c) vereinbarten Einsteinschen Konvention die Sum-
menzeichen weg, so erhalten die Gleichungen (5) die iibersichtlichere Form

(5" hin = gijhi,, hi = g'"hij.

Die Bildungsregeln fiir diese Formeln sind so leichter erkennbar: Heben (Hoch-
ziehen) von Indizes mit Hilfe der ¢** und Senken (Herunterziehen) mit Hilfe der
Gij-

Wir erhalten aus den Formeln (5) und mit (%) von 2.3

2 . .
K = detS = det(h{) = det () ¢*hi;) = det(g’")det(hi;) = g,
j=1
H = ls rS = lihl = 1 22: Uh
= grpu = 2 & = 21_’]_:19 ij
1
= — (g22h11 — 2g12h12 + g11h22) .
2g
(b) Nach Definition sind die Koeffizienten g;;, hij, ... und die Kriimmungs-

grofen Funktionen auf der Koordinatenumgebung M NU = ®(Up). In Bei-
spielen, bei denen die Fliche durch Angabe von Parametrisierungen gegeben
ist, ist es sinnvoll, diese Grofien nicht auf die Flichenpunkte a, sondern auf
die zugehorigen Parameterwerte u = (u',u®) zu bezichen, also gz o @71,
hix 0 ® ! usw. zu betrachten. Wir vereinbaren, in solchen Féllen

gix  statt g o® ™', hix statt hgpo® ', N statt No®@ !

zu schreiben. Mit dieser Konvention ist dann wegen X; = (9;®) o &'

(1) 81@)(82@
w = (0:® 0p®), hi = (00,8 N), N = + NSXRL
g = { £ ®) k= (0:0v®,N) [0:® x 0,9
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wobei das Minuszeichen im Fall einer negativen Parametrisierung zu wéhlen ist.

GAUSS bezeichnete in seiner Flichentheorie von 1827 die Koeffizienten
g11, 912, go2, hi1, hi2, hoe mit E, F, G, L, M, N

und fithrte dort auch die Bezeichnungen H, K fiir die Kriimmungsgréfien ein
(Disquisitiones generales circa superficies curvas, erschienen 1828).

(¢) Wir geben die Koordinatendarstellungen der KriimmungsgroBen fiir zwei
Typen von Parametrisierungen an, wobei wir uns an die Konvention (b) halten.
(i) Parametrisierung als Graph, ®(u',4?) = (u',u?, o(u',v?)) mit dem

in natiirlicher Weise zugeordneten Einheitsnormalenfeld

81‘1) X 82‘1’ _ 1

N = =
[01® x 0,9 || L+ [Vl

(_81(»0’ _82907 1) .

Hierbei ergibt sich

det (8l(9k (p)

K = —
(L+1IVel®)

1 .. Vo

H = —div ———
2 Z \/1+||V<P 2 1+ Veolf®

Nach §2:4.5 sind Minimalflichen in Graphengestalt also durch das Verschwin-
den der mittleren Kriimmung gekennzeichnet.

(i) Parametrisierung einer Rotationsfléiche,
P(s,0) = (r(s) cosf,7(s) sin@,z(s)) mit r(s) > 0.

Wir orientieren die Rotationsfliche durch das Einheitsnormalenfeld

1
N=——-— (z' cos b, 2’ sin@,fr/) .
7“/2 —|—Z/2

Machen Sie sich klar, dass ® eine negative Parametrisierung der durch
N orientierten Rotationsfliche ist ({1 ® x 92 ®,N) < 0), und dass N im Fall
z(s) = s das duBere Normalenfeld liefert.

Mit (a) und (b) ergeben sich unter Verwendung der Abkiirzungen
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/ ’
o = 71/2+2l27 D := TH Z//
die Beziehungen [(7A]
gn = @, g1z = 0, g2 = 72, g = r*o*,
h11 = _D/Q7 hl? = 07 h22 = _TZ//Qa h = TZ,D/Q27
2 1 (2 1
K = D, H=-—(=+=5D]).
ro* 20 (r + 02 )

Ist die Meridiankurve s — (r(s),0,z(s)) durch die Bogenlinge parametri-
siert, 7422 =1, sofolgt 7"+ 22" =0 und damit

K = —r—, H = ———7(7“/,2”—7"",2/) .
r
(d) AUFGABEN. (i) Bestimmen Sie H und K fiir das durch r(s) = coshs,
z(s) = s gegebene Katenoid.

(ii) Es gibt genau drei Typen von Rotationsflichen mit K = 0. Welche?

(iii) Eine Rotationsfliche mit konstanter Kriimmung K = —1 heilt Pseu-
dosphére.

Was ergibt sich fiir eine Bogenldngen—Parametrisierung s +— (7(s),z(s)) mit
r(0) =1, 7'(0) = =1, 2z(0) =0, 2'(0) > 0? Skizzieren Sie die Meridianlinie.

4 Kovariante Ableitung und Theorema egregium

4.1 Kovariante Ableitung und Christoffel-Symbole

(a) Fiir tangentiale Vektorfelder X,Y € VM auf einer Fliche M vereinbaren
wir die Bezeichnungen

(X, Y): M —R, a— (X(a),Y(a)),
IX,Y): M —R, a— I.,(X(a),Y(a)),
IxY: M —R’>, aw dx@mY(a),

vel. 2.2 (a).

Jeden in einem Punkt a € M angehefteten Vektor v zerlegen wir in den
Tangential- und den Normalanteil,

tan

vV =V + V™" omit v e TaM, v L T.M.

Hierdurch wird jedes Vektorfeld X € VM punktweise in den Tangential- und
den Normalanteil zerlegt,

X — Xtan+Xnor.
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Beziiglich einer Parametrisierung ® von M mit den lokalen Basisfeldern X, X2
ergibt sich

2
X" = ST EX; mit & Zg (X, X)),
=1

2 .
letzteres aus 0 = <X — Xta“,Xk> = (X, Xk) — Z £ gik.
i=1

(b) Fiir tangentiale Vektorfelder X,Y € VM ist die Richtungsableitung dxY
im allgemeinen kein tangentiales Vektorfeld auf M. Wir definieren die kovari-
ante Ableitung von Y in Richtung von X als den Tangentialanteil von 0xY,

DxY = (0xY)"™ € VM.

Fiir Funktionen f € FM setzen wir Dx f := Ox f; ferner vereinbaren wir, dass
Dx immer nur auf den nichstenfolgenden Term wirken soll.

Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung. Die kovariante Ableitung
(X,Y) —» DxY, VM xVM — VM
(1) ist F M—linear im ersten Argument, d.h.
Dix,+£%x,Y = fiDx,Y + foDx,Y fir X1,X2 € VM, f1,f2 € FM,
(2) ist linear im zweiten Argument, d.h.
Dx(a1Y1+a2Y2) = a1DxY1+a2DxY2 (Y1,Y2 € VM, ai,a2 € R)
(3) geniigt der Produktregel
Dx(fY) = DxfY + fDxY fir feFM,
(4) erfillt die Skalarproduktregel
Dz(X,Y) = (DzX,Y)+(X,DzY) fir Ze€ VM.
Nachweis als [TA].

Weiter gilt fiir orientierte Flachen M mit Einheitsnormalenfeld N und fiir
Y € VM die Gaufische Ableitungsgleichung

oxY = DxY +I(X,Y)N.

Denn nach Definition der kovarianten Ableitung gibt es eine Funktion v auf M
mit xY = DxY + v N, und mit der Skalarproduktregel in 2.2 (d) folgt

= 8)(<Yr7 N> = <8xY,N> =+ <Y, 8xN>
= (¢WN,N) - I(Y,X) = v—I(X,Y).
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(¢) Wir leiten nun die Koordinatendarstellung der kovarianten Ableitung ab.
Seien ® eine Parametrisierung von M und X1, X2 deren lokale Basisfelder. Wir
schreiben

Di fiir Dxi 5
weiter verwenden wir im Folgenden die Summationskonvention: Tritt in ei-

nem Ausdruck ein Index einmal oben und einmal unten auf, so ist iiber diesen
Index zu summieren; z.B. ist

. 2 . . 2 o
€X; zulesen als > £'X;, ¢*%0ugir als > RIS
i=1 if=1

SATzZ. Besitzen X, Y und D;Xy die lokalen Basisdarstellungen
X =¢Xi, Y =19"Xy, DXp = I X,

so hat die kovariante Ableitung die Darstellung
DxY = & (0’ +T4n") X;,

und es gilt
rl, = %gﬂ (—Oegin + Oigex + Ongic) -

Hiernach ist die kovariante Ableitung allein mit Hilfe der ersten Fundamental-
form ausgedriickt, gehort also zur inneren Geometrie der Fliche M.

BEWEIS.

Nach den Rechenregeln (1)—(3) in (b) und nach der Definition der T/, gilt
DXY = Deix, Y = £DiY = {'Di(n* Xy) = & (Din® Xy + 0" DiXy)
=& (0" X + 0" T4.X;) = & (0’ +Tn") X,
Aus der Skalarproduktregel (4) in (b) ergibt sich
Oegire = 00(Xi, Xi) = (DeXy, Xi) 4 (Xi, DeXy)
= (T0:X5, Xk ) + (Xa, T X5) = T7 955 + T 035

= Tori + Toir mit

Fabc = gbdFZC = <X5,ngxd>.
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Diese Koeffizienten sind symmetrisch in ¢ und k, [';ep, = eri,. denn aus der
Relation 9;Xj = 0xX; (vgl. 2.2 (d)) und nach Definition von I'}, folgt

Lie = (Xo, TX5) = (Xe, DiXg) = (Xe,0:Xp) = (Xo,06Xs)

= (X, DiXi) = (X0, T5,X;) = Thai.
Aus der letzten Identitéit und der Formel fiir O¢gir ergibt sich
—0egik + Oigre + Okgie = —Leki — Deir + Liok + Dike + e + Tkie = 250k,

und wir erhalten

G (—0egi + Oigre + Ongie) = 297 Ty = 217, . o

(d) Die Koeffizienten I';¢, und ka werden Christoffel-Symbole (erster und
zweiter Art) genannt. Wir stellen ihre Eigenschaften zusammen:

DXy = T%X;, Tix = = (—0ugin + Oiger + Ongic)

DN | =

Dok = g1, T = 9 Tiek
Y, =T, Tur = Tre,
Lieh = (0:Xp, Xy) = (DiXp, X¢), Oegi = Teir + Toni -

Wie in 3.3 (b) beziehen wir bei konkret gegebenen Parametrisierungen ® die
Christoffel-Symbole auf die Parameterwerte u = (u', u_2) und schreiben TI'jj,
1Y, fir Ty,0®" ", TY, 0o® . Die Berechnung der I/, erfolgt dann nach den
Formeln

gir = (0:®,0:®), (¢7°) = (gir)",
1 j e
Diew = 5 (_algik + 0igex +akgil) ) I, = ¢ Tk

(e) AUFGABE. Berechnen Sie so die I, ka fiir die Parametrisierung
®u',u?) = ®(s,0) = (r(s) cosb, r(s) sind, z(s))

einer Rotationsflédche, vgl. 3.3 (c) (ii). Es ergibt sich

TIT// + Z/Z// ,r,rl

1 1
i = ——— 59y = ————

) 22 )
r? 4 22 r/2 4 22

/
2 2 r j
'y = T3 = - I, = 0 sonst.
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4.2 Die Gleichungen von Gaufl und das Theorema egregium

(a) Sei M eine orientierte Fliche und ® eine Parametrisierung von M. Mit den
Christoffel-Symbolen

‘ 1,

ri, = 59 ¢ (—c’)egik + Oigex + akgiz)
definieren wir

Riij o= 05k — 0 5 + T Thy — TH T,

SAatz. Die Koeffizienten der ersten und der zweiten Fundamentalform sind
durch die folgenden Beziehungen miteinander verbunden:

Riij = hf h]‘k — hf ik mit hz = gjehig,
(Gleichungen von Gauf3 1827),
dihij — djhix = Tiphje — F?k hie

(Gleichungen von Mainardi—-Codazzi).

GAUss waren beide Beziehungen bekannt; er schrieb die zweite Gleichungsgrup-
pe nur nicht auf, weil er sie vermutlich nicht fiir bemerkenswert hielt. Diese
wurde von MAINARDI 1856 und CopAzzI 1860 wiederentdeckt.

BEWEIS.

Die Gaufische Ableitungsgleichung 4.1(b) und die Koordinatendarstellung 4.1(c)
der kovarianten Ableitung liefern

(1) 89Xy = DXy +1(X;, X)) N = I X+ hjp N,
vgl. 3.3 (a). Aus den Gleichungen 3.3 (4), (5) entnehmen wir
(2) N = —hiXe, hi = ¢ hij, hjx = gimhi".
Aus (1) und (2) folgt mit der Produktregel
9:0; Xy = 0; (D5 Xo + hyi N)
= 0T, X+ T%, 0: Xy + 0ihje N + hy, N

= 9% Xo + D% (T X + higN) + 0ihji N — hyehf X,

(0TS, + DTl — hy hi) Xe + (TShie + Oihjr) N.



4 Kovariante Ableitung und Theorema egregium 211

Wegen 0,0;Xy, = 0;0; X, (vgl. 2.2(d)) ergibt sich daraus
0 = 0;0; Xy — 0;0:; Xy

(0TS = 95T + T Ty — DR — hyehl + haxhf) X

+ (Fﬁkhif — Tiyhje + Oihjr — 8jhik> N
= (Rll;ij — hjrht + hikhﬁ) Xe+ (Fﬁkhw —Thje + Oihji, — ajhik> N.

Die Gleichungen von Gaufl und Mainardi-Codazzi folgen nun aus der linearen
Unabhéangigkeit von X, X2, N. m]

(b) Die wichtigste Folgerung aus den Gleichungen (a) ist das

Theorema egregium (GAUss 1827). Die Gaufsche Krimmung K ist eine
Grofle der inneren Geometrie: Fir jede Parametrisierung einer orientierten
Fliche M gilt

R
g - B
g
mit Rekij = gem Riy; und g = g11922 — g12ga1.

Denn nach 3.3 (a), der Gleichung (2) oben und den Gaufschen Gleichungen (a)
gilt

gK = h = hi1h2z — hi2h21 = gue (hfhm — hghm) = g1eR512 = Rizia,

und nach 4.1 (c) sind die Christoffel-Symbole GréBen der inneren Geometrie,
somit auch die Rf;ij und die Rypi;.

Dieses Theorem verdient in der Tat das Prédikat herausragend. Zum einen wur-
de ja die Gauflsche Kriimmung mit Hilfe der zweiten Fundamentalform definiert,
welche nicht zur inneren Geometrie gehort. Zum anderen ergibt sich hieraus als
Konsequenz, dass es keine ldangentreue Erdkarte geben kann. Denn bei einer
léingentreuen Abbildung zwischen zwei Flédchen miissen die erste Fundamental-
form und damit auch die Gausche Kriimmung in korrespondierenden Punkten
gleich sein (vgl. [48] 4.2). Nach 3.2 hat die R—Sphére die Gaufische Kriimmung
K = 1/R? und fiir die Ebene ist K = 0.

(c) AUFGABE. Zeigen Sie fiir Parametrisierungen mit gi1 = g22, gi2 = 0

(isotherme Parametrisierungen), dass bei Auffassung der g;; als Funktion
des Parameters u

K = —efQ”A,u mit e 1= g11 = gaa, A = 01 + 020,.
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5 Geoditische

5.1 Geoditische als geradeste Kurven

(a) Geraden im Raum kénnen als Kurven verschwindender Kriimmung gekenn-
zeichnet werden, also durch x = ||&|| =0 fiir jede Bogenlédngen—Parametrisie-
rung «. Bei Flachenkurven miissen wir die Kriitmmung der Flache beriicksichti-
gen und charakterisieren deshalb die ,,geradesten“ Kurven als Kurven minimaler
Kriimmung: Sei M eine Flidche und N ein Einheitsnormalenfeld auf M. Fiir eine
Kurve «:I — M in Bogenlingen—Parametrisierung mit a = a(t) € M und
v =6&(t) € TaM gilt nach 3.1 (a),(b) und 3.2 (a)

(@(t),N(@)) = rn = la(v,v)

und daher fiir die Kriimmung s von « im Punkt a = a(t)

K2 = fla@))? = [ +aw) ]’ = ||la@@) + rN@)|

Hd(t)tanHQ_;'_Ki > Hi = Ha(VaV)Z‘

Die Kurve « ist bei gegebenem a € M und v € ToM an der Stelle t € [
daher am geradesten, d.h. am wenigsten gekriimmt, wenn ¢&(t)*** = 0 (EULER
1728).

Wir nennen jede Kurve « : 1 — M mit &(¢)"™" = 0 fiir alle t € [ eine
geoditische Kurve oder kurz eine Geodétische auf M.

Fiir jede Geoditische ist (&, )" = 2(&, &) = 2(&, &"") = 0, also ist a
entweder konstant, oder es gilt ||&(t)|| = ¢ mit einer Konstanten ¢ > 0. Daher
entsteht aus einer nichtkonstanten Geodétischen a durch Umparametrisierung
genau dann wieder eine Geodétische 8 = aoh, wenn h(t) = at + b.

(b) BEISPIELE. (i) Enthélt M eine Gerade g, so ist jede Parametrisierung von
g, t — a+tv, eine Geodéitische.

(ii) Geoditische auf der Sphire M = {x € R?® | ||x|| = R} verlaufen auf
Grofkreisen: Genau dann ist « : I — M eine Geoditische, wenn ||&|| konstant
ist und wenn es ein v # 0 gibt mit «(t) L v fiir alle ¢ € I. Denn fiir reguliire
Fliachenkurven a gilt 2(ex, &) = (@, )" =0, also & L @ und v:=axda #0.
Der Vektor v ist genau dann konstant, wenn 0 = v = a X &, wenn also & ein
Vielfaches von « ist und damit &'" =0 gilt.

Weitere Beispiele folgen in 5.4.

(¢) Beziiglich einer Parametrisierung ® von M ergibt sich bei Verwendung der
Summationskonvention 4.1 (c), die wir auch im Folgenden beibehalten,

Gt — (u] + I‘gk (u)uzuk) 0;®(u);
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hierbei sind die Christoffel-Symbole auf die Koordinaten (u',u?) bezogen, und
t—u(t) := ® '(a(t)) ist die Koordinatendarstellung von « beziiglich ®.

Denn aus a« = ® ou folgt
& = B it = i* 6P (u),
& = i 9p®(u) + " 00,8 (u) i,

also mit der Koordinatendarstellung 4.1 (c) der kovarianten Ableitung
&™" = i*op®(u) + I u'i" 0;®(u) = (i@’ + I 0'a")0;®(u).

Die Koordinatenkurven ¢ — u(t) = (u'(t),u?(t)) von Geodéitischen geniigen
also dem nichtlinearen System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung
(x) @+ D =0 (j=1,2).

Umgekehrt liefert jede Losung ¢ — u(t) = (u'(t),u?(t)) dieser Gleichungen
eine Geoditische t — ®(u(t)).

Mit den ng gehoren damit auch die Geodétischen zur inneren Geometrie von
M.

5.2 Geoditische als lokal kiirzeste Kurven
Fiir Kurven o« : I — M und kompakte Intervalle J C I betrachten wir die
Integrale

Lla, ) = [la®)dt,  Ele, ) = [|a)]|*dt.

Das erste ist die Lange des Kurvenstiicks a : J — M, das zweite nennen wir
dessen Energie.

Eine Kurve « : I — M heifit lokaler Minimizer von £ (bzw. von £), wenn es
zu jedem Kurvenpunkt a = a(to) eine Koordinatenumgebung V C M gibt,
so dass fiir jedes kompakte Intervall J C I mit to € J und a(J) CV das
Kurvenstiick a :J — V das Minimum von £ (bzw. von &) in der Klasse aller
Kurven 8 :J — V mit gleichen Endpunkten wie « : J — V liefert. Einen
lokalen Minimizer von £ nennen wir auch lokal kiirzeste Kurve in M.

SATZ. Fir eine regulire Kurve o : I — M sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) « ist eine Geoditische,

(2) « ist lokaler Minimizer der Energie,

(3) « ist lokal Kiirzeste in M und ||&(t)|| = ¢ mit einer Konstanten ¢ > 0.

Da £ invariant gegeniiber Umparametrisierungen ist, ist nach diesem Satz mit
einer Geoditischen a auch jede Umparametrisierung 8 = o h eine lokal
Kiirzeste, jedoch nur dann ein lokaler Minimizer von £, wenn h konstant ist.
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BEWEIS.
(i) Ubersicht. Sei a: 1 — M ein lokaler Minimizer von £ (bzw. von &).

Zu to € I wéhlen wir eine Koordinatenumgebung V = ®(Up) N M der
oben angegebenen Art und ein Intervall J = [t1,¢t2] mit «(J) C V. Fir die
Koordinatenkurve u = @~ '(a) gilt nach 2.3 unter Verwendung der Summa-
tionskonvention

8:®(u)u'||”

lea)* = | = gu(wyi'd".

Wir beziehen die Integrale L(a,J), (e, J) auf die Koordinatenkurve u und
schreiben

to t2 X
L(u,J) = [+/gir(u)iiikdt, Ew,J) = 1 [gin(u)a'a"dt.
t1 ty

Dann ist £ ein parametrisch—elliptisches Variationsintegral, vgl. §5:2. Nach
Voraussetzung gilt

L(w,J) < L(v,J) (bzw. E(u,J) < E(v,J))

fiir alle Kurven v mit v(¢1) = u(t1), v(t2) =u(t2) und v(J) CV; letzteres
ist fiir ||v—ul/co < 1 sicher der Fall. Somit ist u eine starke lokale Mini-
mumstelle von £ (bzw. von £) und erfiillt daher insbesondere die zugehérigen
Euler-Gleichungen.

Wir zeigen in (ii), dass unter den Voraussetzungen (3) (bzw. (2)) diese Euler—
Gleichungen jeweils dquivalent zu den Gleichungen (x) fiir Geoditische sind. Ist
umgekehrt u : I — Up eine regulidre Losung der Euler—Gleichungen () und
to € I, so ist u nach Einschriankung auf ein hinreichend kleines Intervall eine
lokale Minimumstelle von £ (bzw. von &) bei vorgegebenen Randwerten, vgl.
§5:2.5 (bzw. §3:3.4). Dies fiihrt auf die Eigenschaften (3) (bzw. (2)).

(ii) Sei a:I — M eine lokal Kiirzeste mit ||&(t)|| =c > 0. Da t— a(t/c)
ebenfalls eine lokal Kiirzeste ist und da unter Umparametrisierungen ¢ — ct
Geodétische wieder in Geodétische iibergehen, diirfen wir ¢ = 1 annehmen.
Nach §5:2.3 (c) erfiillt mit den Bezeichnungen (i) die Kurve u= ® '(a) die
Euler—Gleichungen fiir das Variationsintegral £ mit der Lagrange—Funktion

1 )
E(u,u) = §gz‘k(u) a'a
Diese lauten

d [0E, . OB, .. B
%[W(U,U)} - W(uvu) =0 (£=1,2).
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Wegen

o . . OF
7)) = gu(a)a’, Jut

out

1 .
= 5 6gg¢k(u) ’L'Llllk

erhalten wir aus den Euler—Gleichungen fiir £ = 1,2

d . 1 Cd .
0 = T [ggi(u)u] — iaggik(u)uu

k

k i

= goi(u) i’ + Okgei(u)w'a” — §8egik(u)u ¥

Mit Ok gei(u) W't = Oigun (u) w*%' und der Formel fiir die ;¢ in 4.1 (d) folgt

k

o
Il

. 1 i
ges(u) i’ + 5 (—&gm(u) + 0igex(u) +8kgi£(u)) '

= gei(u) i’ + Dig(u) w'ir

Wegen ¢7‘ge; = 517 und ¢7‘Typp = sz folgt daraus
0 =@ + Thwa'd"  (j=1,2),
das sind die Differentialgleichungen (x) einer Geodétischen. |

5.3 Exponentialabbildung und geoditische Polarkoordinaten

(a) SATZ 1. Zu jedem Punkt a € M wund jedem Vektor v € ToM existiert
genau eine mazimal definierte Geoditische v = v, : I — M auf einer offenen
Intervallumgebung I = Ia~y von 0 mit

Der BEWEIS ergibt sich im Fall, dass M durch eine einzige Parametrisierung
beschrieben wird, unmittelbar aus dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir
gewohnliche Differentialgleichungen. Im allgemeinen Fall ergibt sich die gesuch-
te Geodétische durch Verkleben von Stiicken, die in Koordinatenumgebungen
verlaufen, siehe [56] VIIL.5. Ein solches Verkleben wird im Beweis 6.1 (c) aus-
gefiihrt.

Da Geoditische unter affinen Substitutionen wieder in Geodétische iibergehen,
folgt mit Satz 1 ~, ,(t) = va, (1) fir t € I. Daher ist v, ., (1) auf der
Strecke {sv |0 < s <1} definiert, falls ||v|| geniigend klein ist.
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SATZ 2. Fir jeden Punkt a einer Fliche M gibt es eine sternformige Umgebung
Ua CTaM des Nullpunkts, fiir welche die Exponentialabbildung

exp, :Ua > M, v— 73",(1)

einen Diffeomorphismus zwischen Ua
und Va :=exp,(Ua) liefert.

Fiir den BEWEIS siehe [48] 4.6.

Nach dem oben Gesagten bildet die Ex-
ponentialabbildung exp, jede genii-
gend kleine Strecke {tv |0 <t <1}
auf ein Stiick der Geodétischen v mit
~(0) =a, 4(0) =v ab.

Wihlen wir in Ta M eine Orthonormal-

basis ei1,e2, so erhalten wir durch die
Abbildung

®:u=(u',u’) — exp,(u'e;)

auf der sternformigen Nullumgebung

Uy = {(ul,u2) e R’ | u'e; € Ua}
eine geometrisch ausgezeichnete Parametrisierung von M, genannt die Parame-
trisierung durch Normalkoordinaten um a € M.
SATZ 3. Fiir die Parametrisierung durch Normalkoordinaten um a gilt

gin(@) = S, T (a) = 0.

BEWEIS.

Wegen 7, e, (1) = Yae, (t) gilt 0:i®(0) = 5 exp,(te;)
also fiir die g, sz als Funktion der Parameter u

=0 = ;Ya,ej (0) = €4,

gik(o) = <6z§)(0),8k¢’(0)> = <ei,ek> = ik .

Fiir jeden Vektor 0 # v € R? liefert u(t) = tv die Koordinatendarstellung
einer Geoditischen, also gilt nach 5.1 (c)

0 = @ (0) +T},(0)a'(0)4"(0) = I} (0)v'v"  (j=1,2)
fir alle (v',v?); mit I, =T, folgt daraus I7,(0) =0 fir 4,k=1,2. O

(b) Setzen wir in eine Parametrisierung ® durch Normalkoordinaten um a
Polarkoordinaten u' =r cos, u? =r sinf ein, so erhalten wir eine Parame-
trisierung durch geodétische Polarkoordinaten um a,

W(r,0) = ®(rcosf,rsinf) fir 0<r<1, 0<6<2m.
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SaTZ (GAuss 1827). Fiir geoditische Polarkoordinaten gilt
ds* = dr* + J*do”,

bzw.
gu=1, g12=0, goo=1J"

mit einer Funktion (r,0) — J(r,0), die fir jedes 6 die Lésung des Anfangs-
wertproblems

0r0rJ+ KJ = 0, lirréJ(r,G) =0, linéar,](r,ﬁ) =1
18t.
Fiir den BEWEIS verweisen wir auf [48] 4.6.

Die geodétischen Polarkoordinaten liefern eine optimale Beschreibung der durch
Kriimmung erzeugten Abstandsverhéltnisse nahe des beobachteten Punkts a.
Die Abstandskreise {r = const} auf der Fliche treffen die radialen Strahlen
{6 = const} senkrecht wegen gi2 = 0, und die Lingenmessung auf diesen
Kreisen ist iiber die Funktion J vollstdndig durch die Gaufische Kriimmung K
nahe a bestimmt.

FOLGERUNG. Bezeichnet L(g) die Linge des Abstandskreises {r = o} mit
0<o0<1 um a und A(p) den Flicheninhalt der Kreisscheibe {r < g}, so
gelten die Formeln von BERTRAND, PUISSEUX und DIQUET (um 1850)

. 3 .12 2
K(a) = él_r)%r@ (2r0—L(0)) . K(a) = él_{%rg‘l (mo® = Al0)) -
Mit Hilfe dieser Formeln ist es Flachenbewohnern méglich, allein durch Langen—
bzw. Flichenmessung auf die Kriimmung ihrer Welt zu schlielen. Eine weitere
Methode zur Messung der Kriimmung geben wir in 6.3 (c) an.

BEWEISSKIZZE.
Wegen liné J(r,0) =0 = lir%(f)r&](r, 0) lasst sich J(r,0) fiir jedes 0 zu

einer ungeraden C3~Funktion auf ein 0 enthaltendes offenes Intervall fortsetzen,
die wir wieder mit J(r,8) bezeichnen [UA]. Fiir diese gilt dann J(0,0) = 0,
0-J(0,0) =1, und aus der DG 9,0,J + K J =0 folgt 9,0,J(0,0) =0 sowie
0r0r0-J(0,0) = —K(a) wegen 0,0,0-J = —J 0, K — K0,J.

Taylorentwicklung an der Stelle r» = 0 liefert

3
L K(a) + R(r,0) mit lim R(T,’ o _ 0

J(r,0) = r- 3! r—0 13
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gleichmiBig in 0. Fiir die Linge des Abstandskreises {r = g} auf M ergibt

sich hieraus

L(g) = 2mo — %K(a) + Ri(0), lim 100 _ g

o—0 03

Fiir den Flicheninhalt von {r < g} folgt wegen g = g11g22 — g12921 = J

27 0 27 0 2 4
Alo) = [ [adras = [ [Jdrds = 27 (% — £ K(a) ) + Ra(0)
00 00 2 24
mit liI%Rg(g)/g4 = 0. ]
ol

Im Fall konstanter Gaufischer Kriimmung K hat das im Satz angegebene An-
fangswertproblem fiir J die Losungen

sin(vVKr)/VK fir K >0,
J(r,0) = r fir K =0,
sinh(vV—Kr)/v/—K fiir K <O0.

5.4 Geoditische auf Rotationsflichen

(a) Beikonkret gegebener Parametrisierung lassen sich die Differentialgleichun-
gen fiir die Koordinatenkurven t — u(t) = (u'(t),u*(t)) von Geoditischen
auch ohne die Berechnung der Christoffel-Symbole gewinnen. Nach dem Be-
weisteil (i) in 5.2 sind sie dquivalent zu den Euler—Gleichungen
d [OE , . or . _
G lapw] = Shmw =12
fiir die Lagrange—Funktion der Energie

1 .
E(u,u) = 5 ik () o' " .

Die Euler-Gleichungen haben u.a. den Vorteil, dass sich bei Vorliegen einer

zyklischen Variablen sofort ein Erhaltungssatz ergibt:

OFE oE , .
i 0 = W(u’u) = const.

Wir illustrieren das Verfahren anhand einer Rotationsfliche mit Parametrisie-
rung

P(0,2) = (r(z) cos@, r(z) sinb, z)
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mit einer C*°~Funktion r > 0. Es ergibt sich

91127"27 gi2 =0, 922=7°l2+1-

Die Lagrange-Funktion ist also

B(0,2,0,%) = % (r(2)20% + (' ()2 + 1) £2)

mit
o _ a_E _ ’ 52 ’ " .2
20 = 0, % = r(z)r'(z)0° +r'(2)r"(z) 27,
OF _ 25 OFE _ / 2 s
AR S GIO RS

Die Euler-Gleichungen und damit die Bedingungen fiir Geodétische sind daher
(r(2)"0) = 0, (("(2)" +1)2) = r(z)r'(2) 0" +1'(2)1"(2) £,
daraus folgt
r(2)?0 = const., (r'(2)°+1): = r(2)7'(2) 0> —1'(2)r"(2) £*.

Wir formen die erste Gleichung um. Seien ¢t — af(t) := ®(0(t),2(t)) eine
nichtkonstante Geodétische und ¢(t) der Winkel zwischen a(t) und dem durch
den Punkt a(t) laufenden Breitenkreis s — B(s) := ®(s, 2(t)).

Dann ist r(t)%0(t) = a &quivalent zu

r(z(t)) cose(t) = a/c

mit der Konstanten ¢ = ||&|| (CrLAI-
RAUT 1733). Denn nach 5.1 (a) ist ||&||
konstant; ferner gilt

&= 1®0,2)0 + 0:®(0,2) %,
B o = 0:9(0,z),

somit folgt wegen g2 =0

(& pBo0) _ognb %0
&l - [1B" o 0| ¢ /911 c

rcosep = r
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Daraus ergeben sich die nichtkonstanten Geodétischen auf M (bis auf affine
Umparametrisierungen):

(i) Meridiankurven z — ®(6,z), entsprechend 6 =0,

(ii) Breitenkreise 0+ ®(0,20) an Stellen zy mit 7'(20) = 0, insbesondere
um Taillen und Béuche, entsprechend 2z =0, r(z(t)) = const.

(iii) Spiralfésrmige Kurven, die der Clairaut-Bedingung mit 2 # 0, ] # 0
geniigen. Diese sind an Béuchen steiler als in Taillen (Fig.).

(b) Fiir einen Zylinder mit Parametrisierung ®(0,z) = (cosf,sinf,z) lauten
die Euler—Gleichungen (a) 6 = const, 2 = 0. Somit ergeben sich als Geoditische
alle Meridianlinien, alle Breitenkreise und sdmtliche Spiralen

t — (cost,sint,at +h) mit a,h €R, a#0.

(c) Jacosr gab 1843 fiir die Geoditischen auf einem Ellipsoid eine explizi-
te Darstellung, indem er eine Parametrisierung durch elliptische Koordinaten
wahlte und die zur Lagrange-Funktion E gehorige Hamilton—Jacobi-Gleichung
integrierte, vgl. §4:4. Niheres hierzu finden Sie bei [4] II, Kap.II, §8.5.

(d) AUFGABE. Bestimmen Sie die Exponentialabbildung
(i) um den Nordpol a = ez der Einheitssphire M = S?,
(ii) um den Punkt a = e; des Einheitszylinders M = {(m, Y, 2) } 22 4+ 9% = 1}.

6 Parallelverschiebung und Winkelexzess

Fiir die Grundlagen der ebenen Geometrie, zuriickgehend auf die Elemente des
EukLID (Anfang 3. Jhd. v.Chr.), spielt neben den Begriffen Strecke, Linge,
Winkel, Kreis, Flache die Parallelitdt eine zentrale Rolle. EUKLID erkannte, dass
der Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck nicht ohne das Parallelenaxiom zu
beweisen ist. Dieses Axiom kennzeichnet die Parallelitidt zweier Geraden durch
die Gleichheit der Winkel, unter denen schrig zu ihnen laufende Geraden ge-
schnitten werden.

Demnach kann eine Dreiecksseite léings einer der anderen Seiten auf genau eine
Weise so in die gegeniiberliegende Ecke verschoben werden, dass die Schnittwin-
kel mit dieser Seite gleich bleiben. Nach Ausfithrung dieser Verschiebung ldsst
sich die Summe der Dreieckswinkel an der betreffenden Ecke leicht ablesen.

Fiir die Geometrie auf einer Fliche iibernehmen Stiicke von Geodétischen die
Rolle von Strecken. Wir gehen am Ende dieses Abschnitts auf die Winkelsumme
in einem geodétischen Dreieck ein. Zuvor fithren wir die Parallelverschiebung
léngs einer Flachenkurve ein.



6 Parallelverschiebung und Winkelexzess 221

6.1 Parallele Vektorfelder lings einer Flichenkurve

(a) Sei a: I — M eine Flidchenkurve. Unter einem (tangentialen) Vektorfeld
lings a verstehen wir eine C*°—~Abbildung

X:I—R’ mit X(t) € TuyM fir tel.

FEin Beispiel bietet das Tangentialvektorfeld ¢&. Die Gesamtheit aller Vektorfel-
der liangs a bezeichnen wir mit Va. Mit XY € Va und f,g € FM enthilt
Va auch die punktweis definierte Linearkombination

FX4+gY:t— f)X(@)+g9(t)Y(t).

Ist M C R? eine Ebene, so nennen wir ein Vektorfeld X € Va parallel, wenn
X = 0. Fir gekriimmte Flachen muss X fir X € Vo nicht verschwinden.
Zum Nachweis fixieren wir ¢ € I, setzen a := a(t), v := ¢&(t) und wihlen ein
Einheitsnormalenfeld N von M nahe a. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld X € Va«

0 = (X,Noa) = <X,Noa> +(X,(Noa)’), also
X(6)™ = (X(t),N(a))N(a) = —(X(t),0-N(a))N(a)
und damit

X" = XK@ + [[X@™]* = [|X@)=]” + (X(¢), 0 N(a))?

> (X(t),0,N(a))?.

Bei gegebenem X(t) € T )M wird also HX(t)H minimal, falls X (¢)'** = 0.

Wir nennen ein Vektorfeld X € Va parallel oder parallelverschoben lings
a, wenn

X()™™ = 0 firalle tel

gilt (LEVI-C1vIiTA, HESSENBERG 1917, SCHOUTEN 1918).

Erhaltungssatz fiir das Skalarprodukt. Fiir parallele Vektorfelder X, Y
lings o ist das Skalarprodukt (X,Y) konstant.

Damit bleiben ihre Langen und der Winkel zwischen ihnen konstant.

Dennaus X " =Y™ =0 folgt mit der Skalarproduktregel
(X,Y) = (X, Y)+(X,Y) = (X" Y) +(X,Y"™) = 0.
(b) Sei ® eine Parametrisierung von M, die ein Stiick von «(I) iiberdeckt;

ferner sei u = 7! o a die Koordinatendarstellung von a. Hat X € Va die
lokale Basisdarstellung

X = €59, ®(u) mit Koeffizienten ¢ +— £"(t)
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(mit der iiblichen Summationskonvention), so folgt

X = Fop®(u) + F0:0:®()i’ = £0;®(n) + 0,0, (0)u’
also nach 4.1 (b), (c)

X™ = (84T, (w)i'e") 0;®(u).

Die Koordinaten &',£? eines lings a parallelen Vektorfelds geniigen also dem
linearen System von Differentialgleichungen

(x) &HTpie" =0 (G=1,2);

umgekehrt liefert jede Losung (¢',€%) von (x) ein Vektorfeld X = £"X,, lings
a mit X = 0.

Parallelitéit von Vektorfeldern ist somit ein Begriff der inneren Geometrie.

(c) Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir parallele Vektorfelder. Ge-
geben seien eine Kurve o : I — M, ein Kurvenpunkt ag = a(to) wund ein
Vektor vo € TayM. Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld X lings o
mit X(to) = Vo.

BEWEIS.
Es geniigt, die Existenz und Eindeutigkeit fiir ein beliebiges kompaktes Teil-

intervall J = [a,b] C I mit tx € J nachzuweisen. Die kompakte Menge
a([to,b]) wird durch endlich viele Koordinatenumgebungen iiberdeckt: Es gibt
Parametrisierungen ®, : Vi, — M NU, (k= 1,...,m) und eine Zerlegung
to<ti1 <. <tm=0> von [to,b], so dass a([tk—1,tx]) in der Koordinaten-
umgebung M NUy liegt (k=1,...,m).

Auf einem Intervall I. =Jtg —e,t1 +¢[ mit a(l.) C M NU; betrachten wir
u(t) := &7 (a(t)). Seien ug :=u(to) = ®7'(a) und vo := £ 9;®1(uo). Nach
dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichungen Bd. 2,
§2:6.7 hat das System (*) eine eindeutig bestimmte Losung (¢4, &%) : I. — R?
mit £ (to) = & (i = 1,2). Daher existiert ein eindeutig bestimmtes, lings
o : I. — M paralleles Vektorfeld X mit X(to) = vo, gegeben durch X(t) =
&8 (t) Ox @1 (u(t)).

Seien J. =]t1 —e,t2 +¢[ mit a(J.) C M NUsz, w(t) = ®; (a(t), u =
w(t), vi:= X(t1) = ng Ok ®2(u1). Mit den zu ®, gehorigen Christoffel-
Symbolen T, betrachten wir die eindeutig bestimmte Losung (n*,7?) : J. —
R? des AWP

W+ Ti(w)win® = 0, 7'(t) =m (j=1,2).
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Dann ist durch Y (t) = 7*(t) 0x®2(w(t)) ein eindeutig bestimmtes, lings
a : J. — M paralleles Vektorfeld gegeben mit Y (¢1) = vi = X(t1). Somit
stimmen X (¢) und Y (¢) auf Jt1 —e,t1 + [ iiberein. Durch Fortfiihrung dieses
Verfahrens und entsprechendes Vorgehen fiir [a,to] ergibt sich die Behauptung.

O

6.2 Das Foucault—Pendel

Wir betrachten ein Pendel der Linge ¢, das in einem Turm mit der geographi-
schen Breite © aufgehéngt ist. Als Inertialsystem verwenden wir ein nichtrotie-
rendes Koordinatensystem mit Ursprung im Erdmittelpunkt und der Erdachse
als z—Achse. Bei der differentialgeometrischen Interpretation beschreiben wir
die Erdoberfliche durch eine nichtrotierende R—Sphire M ¢ R2. Die durch die
Erdrotation entstehende Bahn der ruhenden Pendelmasse ist dann ein Breiten-
kreis

t — at) = (Rcos® cosQt, RcosO sinQt, Rsin©);

hierbei ist R der Erdradius und Q = 27/24h~! die Kreisfrequenz der Erd-
drehung. Kleine Pendelausschldge vorausgesetzt, diirfen wir den Ort der Pen-
delkugel zur Zeit t durch einen Vektor Y (¢) in der Tangentialebene T4 (t)M
darstellen.

Die Bewegungsgleichung der Pendelkugel lautet dann unter Beachtung von
0% < w? := g/¢ in guter Niherung

Y™ +w’Y(t) = 0, w=+/g/l, g = Erdbeschleunigung.
Der Losungsansatz
Y(t) = asinwt X(t)

mit einer Konstanten a > 0 und einem Vektorfeld X lings a fiithrt auf die
Gleichung

0 = Y™ +u?Y(t) = 2awcoswt X(t)™",

wenn wir HXH <L w HXH annehmen.

Das Richtungsvektorfeld X des Pendel-
ausschlags wird also ldngs des Breiten-
kreises a parallel verschoben.

Daher ist ||X(¢)|| konstant nach dem
Erhaltungssatz 6.1 (a), und wir diirfen
|IX(¢)]] = 1 annehmen.
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Zur Bestimmung der Winkeldnderung von X nach einer Erddrehung fiithren wir
ein Orthonormalsystem e;, ez € Va ein durch

ei(t) = (—sinQt, cosQ, 0),

ex(t) (—sin® cos Qt, —sinOsin 2, cosO).

Mit N(t) := e1(t) x e2(t) = (cos© cos Qt, cosOsinQt, sin©) folgt
é = OsinO@ex—NcosON, é& = —QsinOe;.

Stellen wir X mit Hilfe einer C*°~Winkelfunktion ¢ +— ¢(t) dar als

X = cospe; +sinpes,

so erhalten wir

e tan

0=X =—¢psinpe; +¢ cospes+QsinO cospes — 2 sinO sinpe;
=(p+Qsin®) (—sinpe; +cospes)

also ¢+ Qsin©® = 0. Die Winkeldnderung von X nach der Zeit T' = 24 h einer
Erdumdrehung ist daher

o(T)—(0) = [pt)dt = —TQsin® = —27sin®.

O —N

BEMERKUNG. Eine genauere Darstellung der Pendelbahn lautet
Y (t) = asinbt X, (t) — ab™ 'Qsin © cos bt Xa(t)

mit b= 1/0Q2sin?© + w? und dem Orthonormalsystem von parallelen Vektor-
feldern lings a

X1 =cospe; +sinpes, Xg = —sinpe; +cospes.

Nachweis als [UA]; vgl. [124] Bd. 1, §31.

Versuche zum Foucault—Pendel wurden von VIVIANI 1661, FoucauLT 1850/51
und anderen durchgefiihrt; die theoretische Behandlung leistete KAMERLINGH
ONNES 1879.

6.3 Paralleltransport und Theorema elegantissimum

(a) Sei M eine zusammenh#ngende Fliche. Dann kénnen zwei gegebene Punkte
a,b € M durch ein Kurvenstiick o : [a,b] — M mit a(a) = a, a(b) = b
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verbunden werden. Nach dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz 6.1 (c) fiir pa-
rallele Vektorfelder gibt es zu jedem Vektor u € TaM genau ein paralleles
Vektorfeld X ldngs o mit X(a) = u. Wir bezeichnen die Abbildung

Py :TaM — TuyM, u=X(a)— X(b)

als den Paralleltransport lings .

SATZ. Der Paralleltransport Py : TaM — TwM st linear und isometrisch:

(Pau,Pov)y, = (u,v), fir u,veTaM.

Die Isometrieeigenschaft von P, folgt
aus 6.1 (a); die Linearitét folgt mit dem
Eindeutigkeitssatz 6.1 (c) [TA].

Der Paralleltransport ldsst sich unmit-
telbar auf stiickweis glatte Kurven

a=oa1+ -+ a
ausdehnen, indem

P, := Py,0---0P,,
gesetzt wird (Fig.).

(b) Wir stellen die Frage, ob und inwieweit der Paralleltransport vom verbin-
denden Kurvenstiick abhéngt und betrachten zwei die Punkte a und b verbin-
dende Kurven o, 3. Statt P, und Pg miteinander zu vergleichen setzen wir
a und den umgekehrt durchlaufenen Weg 3 zu einer geschlossenen Kurve «
zusammen und untersuchen, wieweit der Paralleltransport ldngs ~ Vektoren
u € ToM verdreht. Da P, eine Isometrie ist, kommt es nur auf den Winkel
zwischen u und P,u an. Eine erschépfende Antwort auf unsere Frage gibt der
nachfolgende Satz von Schouten, dem wir einige Definitionen vorausschicken.

Die Fliche M sei durch das Normalenfeld N orientiert. Q C M heif3t ein ein-
faches Flichenstiick, wenn es eine positive Parametrisierung ® : Up — M NU
und ein sternférmiges Gebiet Qo gibt mit Qo C Uy, Q= ®(Qp).

Das einfache Fldchenstiick Q = ®(Qo) wird von der geschlossenen Kurve
v :[0,L] = M einfach positiv umlaufen, wenn das Gebiet Qo von der stiickweis
glatten Kurve @' o~ einfach positiv umlaufen wird, vgl. Bd. 1, §26:3.6. Da
& als positive Parametrisierung angenommen wurde, zeigt dann der Normalen-
vektor v = (No~) x4 € Vy in Richtung von Q.

Gegeben seien a = v(0) und u € TaM mit |lul] = 1. Zur Definition
des orientierten Winkels wihlen wir ein positiv orientiertes Orthonormalsystem
E.,E> von tangentialen Vektorfeldern auf der Koordinatenumgebung M N U
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und setzen e; :=E;ov (i =1,2). Ist X das parallele Vektorfeld lings v mit
X(0) =u, X(L)= Pyu, so gibt es eine C*~Funktion ¢ :[0,L] — R mit

(1) X = cosper + sinpesy,

und diese ist bis auf eine additive Konstante 27k (k € Z) eindeutig bestimmt.

Wir legen den orientierten Drehwinkel fest durch
(2)  Z(Pyuu) = L(X(L),X(0)) = ¢(L) = ¢(0).

SATZ (SCHOUTEN 1918). Seien M eine orientierte Fliche und @ C M ein
einfaches Flichenstiick, das von einer geschlossenen Kurve « : [0,L] — M mit
v(0) = v(L) = a einfach positiv umlaufen wird. Dann gilt fir jeden Vektor
ucTaM mit |jul=1

L(Pyu,u) = [Kdo.
Q

Hierbei ist (vgl. Bd.1, §25:3.1)

deo = f K \/g du' du® mit g =det(gik), ¢gir = (0:;®,hP).
Q Q0

BEWEISSKIZZE.

(i) Seien e1, ez, X wie oben definiert und X = cos pe1+sinpes. Wir zeigen

(3) ¢ = —(é1,e2).

Fir n:=No~ gilt nxe; =e2; und n x e; = —ey, also
nx X = cospnxe; + sinpnxey = cospex — sinper,
X = —psinpe; +cospér + ¢ cospes +sinpés.

Mit 0 = (e1,e2)" = (é1,e2) + (e1,€2) und 0= (e;,e;)" = 2(e;,&;) folgt

ta

0

<X n,n><X> = <X,n><X> = <X,Cos<pe2—sing0e1>
= ¢ sin® @ + cos? ¢ (&1,es) + ¢ cos® p —sin® ¢ (&2, e1)
= ¢+<é1,62>.

Als Folgerung ergibt sich fiir u € TaM mit |jul| =1

(4)  £(Pyu,u) = ¢(L) —¢(0) = fgbdt = — [(é1,e2)dt.

O —~
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(ii) Zur Vereinfachung des Beweises nehmen wir an, dass ® eine isotherme
Parametrisierung ist, also gix = €**§;x mit einer Funktion g € C*(Uy).
(Anmerkungen zu dieser Annahme folgen am Beweisende.) Nach 4.2 (c) hat
dann die Gaufische Kriimmung die einfache Gestalt K = —e 2*Ap.

Nach Voraussetzung umliuft die Kurve u = ® ' o~, t— (u'(t),u?(t)) das
Gebiet 2o einfach positiv. Daher folgt nach dem Stokesschen Satz fiir die Ebene
(Bd. 1, §26:3.3, 3.6)

[Kdo = [ K gdu'dv’ = [K-e*du'dv’ = — [ Apdu' du?
Q Qo Qo Q0
L
= f (Bz,udul —81udu2) = f (ag,u(u) ut — O1p(u) u2) dt.
Q0 0

Wegen (4) ist daher der Beweis des Satzes erbracht, wenn gezeigt wird, dass
(5) (é1,e2) = Oup(u)i? — Dapa(u) i’

wobei das orthonormale tangentiale Vektorfeld Ei,E: mit e; = E;, o~ fir
i1 =1,2 mit Hilfe der Tangentenvektoren 01®,9>® definiert wird.

(iii) Wegen (0;®, 0, ®) = gir = e?* §,, bilden die Vektoren

0® 1
lo: 2| Gii

0% = ¢ "O® (i=1,2)

ein Orthonormalsystem. Zur Vereinfachung der Rechnung beziehen wir die E;
auf den Parameterbereich, setzen also

E, = e "8®, e =FE;ou mit u = & 'o~.

Dann gilt

(6) & = OEi(u)d’, (é1,e) = (9;E1(u),Ez(u))u’.

Hierbei ist
OE1 = 0i(e7"01®) = e " (—0ipd®+ 001 ®) ,

(1) (OE1,E2) = e 2 (9;0:9,0:9).

Zur Berechnung der rechten Seite von (7) beachten wir, dass gi2 =0 und
Oag11 = 2(P,0:00P) = 2(0:P,510.P)

gilt.
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Wir erhalten

(0201P,0:®@) = (010:P,0:®) = 101920 = e Op,

(0101®,0:®) = 01(01®,0:P) — (01P,010:®) = —102911 = —e* Daopu.
Daraus ergibt sich mit (6) und (7) die noch fehlende Beziehung (5):

<é1,ez> = 672“ ((6181*1’(11),62‘1’(11»’&1 + (6281@(u),82'1>(u)>u2)
= —ag,u,(u)ﬂl + 61/1,(u)1l2. g

BEMERKUNG. Die Existenz isothermer Parametrisierungen wurde von KORN
1914 und LICHTENSTEIN 1916 gezeigt (siehe [30] II, [35] 6). Der obige Satz kann
jedoch auch ohne dieses nichttriviale Hilfsmittel bewiesen werden, siehe [51]
17.3, [50] 4F.

(¢) Theorema elegantissimum (GAUSS 1827). Ist ein einfaches Flichenstiick
Q C M der orientierten Fldche M durch drei requlire Geoddtische berandet, so
qilt fir die Innenwinkel 01,02, 93

01 +02+03—m = deO.
Q

Die Zahl E(Q) = 51 =+ (52 —+ 53 — T
heifit der Winkelexzess des geodéti-
schen Dreiecks (2.

Flachenbewohner haben aufgrund die-
ses Resultats eine weitere Moglichkeit
zur Bestimmung der Kriimmung ihrer
Welt:

Fiir jede sich auf den Punkt a € M
zusammenziehende Folge von geodéti-
schen Dreiecken € mit Fliacheninhalt
A(Qy) ist

E(Qk)
m .
Wir geben im Folgenden einen Beweis mit Hilfe des Satzes von Schouten.

K(a) =

GAUss selbst hat das Konzept des Paralleltransports schon implizit verwendet,
wenn auch nicht thematisiert.

Das von ihm so genannte theorema elegantissimum wurde 1848 von BONNET
auf Flachenstiicke verallgemeinert, die nicht geodétisch berandet sind. Fiir ge-

schlossene Flichen M liefert das Integral % f o K do eine topologische F1&-
cheninvariante, die Eulersche Charakteristik, siehe z.B. [48] 4.5.
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BEWEIS.

Da die geoditischen Randstiicke reguléar sind, diirfen wir eine Bogenldngen—
Parametrisierung zugrundelegen. Wir wihlen geeignete Parametrisierungen -, :
[tic1,t:] > M mit 0 =ty < t1 < t2 < t3 < L so, dass die Randkurve
¥ = v1+7,+7; mit Bogenlidnge L das Fléchenstiick €2 einfach positiv umlauft.

Wie in (a) seien E;p, E; tangentiale Vektorfelder derart, dass Ei(a), Ez(a) an
jeder Stelle a € M eine positiv orientierte Orthonormalbasis fiir TaM ist;
ferner setzen wir e; := Ej o, ez := Ez o. Dann gibt es orientierte Winkel
’ll}z' : [ti—l,ti} — [07271'[ mit

4, = costp;er + siny;ex (1=1,2,3).

Wir wihlen ein léings « paralleles Vektorfeld X mit X(0) = 4, (to)/|51 (¢o)]l-
Fiir dieses gibt es eine Winkelfunktion ¢ mit

X = cospe; +sinpes.

Nach Voraussetzung ist ~, eine Geoditische, d.h. es gilt 4i** = 0, d.h. fiir
i =1,2,3 ist 4, ein lings v, paralleles Vektorfeld. Daher bleiben nach (a) die
Winkel /(X,%,) lings v, konstant. Wegen des positiven Umlaufs folgt

Pi(ta) —o(t) = Pi(to) — @(to) = 0,

Pa(t2) — @(t2) = a(t1) —o(t1) > 0,

Pa(ts) — @(ts) = Pa(tz) —p(ta) > Ya(t2) —p(t2) > 0.
Nach (a) ist

[ Kdo = (L) = 0) = X (6l6) = (b)) = 3 (600 = vt

3
Fiir die letzte Summe ergibt sich > §; —7 nach dem sogenannten Umlaufsatz,
i=1

siehe [49] §6.3.
Machen Sie sich anhand einer Skizze den Umlaufsatz plausibel: Ist

Ya(t) —1(t1) + 2 =7,

Ys(tz) — Yo(t2) + 03 =,
so gilt

P3(ts) —1(to) =61 + 7,

woraus die Behauptung folgt. O
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8 8 Mannigfaltigkeiten, Tensoren, Differentialformen

Mannigfaltigkeiten und Tensoren bilden das Riistzeug fiir die Differentialgeo-
metrie gekriimmter Rdume, die den mathematischen Modellen der allgemeinen
Relativitédtstheorie zugrunde liegt, insbesondere fiir Riemann— und Lorentz—
Mannigfaltigkeiten. Der fiir die Bereitstellung dieser Konzepte benotigte mathe-
matische Apparat ist recht umfangreich; geht es doch darum, mehrdimensionale
Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten neu zu etablieren und dariiberhin-
aus einen Differentialkalkiil fiir Tensorfelder auf diesen zu schaffen. Die Uber-
tragung der Begriffe der mehrdimensionalen Differentialrechnung vom R™ auf
Mannigfaltigkeiten geschieht mit Hilfe von Koordinatensystemen, wobei sich als
neuer Gesichtspunkt die Frage nach der Invarianz der neugeschaffenen Objekte
stellt.

Wir empfehlen unseren Leserinnen und Lesern, sich bei der Verarbeitung der
Vielzahl von neuen Begriffen klarzumachen, dass sich die meisten auf natiirliche
Weise ergeben. Auch ist es hilfreich, sich den Sinn der neuen Konzepte anhand
geometrischer Vorstellungen plausibel zu machen, z.B. durch Vergleich mit den
entsprechenden Konzepten fiir Flichen im R3. Der Kalkiil der Differentialfor-
men wird in der Differentialgeometrie nicht benétigt, in der Relativitédtstheorie
lediglich in §10:3*, § 10: 4*; wir empfehlen, diesen Abschnitt erst bei Bedarf zu
lesen.

1 Mannigfaltigkeiten und differenzierbare Funktionen

1.1 Der Begriff der Mannigfaltigkeit

Unter n—dimensionalen Mannigfaltigkeiten verstehen wir Gebilde, die sich durch
Koordinatensysteme iiberdecken lassen, oder anders ausgedriickt, die im Kleinen
(d.h. lokal) wie offene Mengen des R™ aussehen. IThre Gestalt im Grofien kann
jedoch komplizierter als die des R" sein. Klassische Modelle von zweidimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten sind Flichen im R3, z.B. Sphire, Torus, Brezelfliiche
und Katenoid.
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Die Raumzeit—-Modelle der allgemeinen Relativitatstheorie sind vierdimensio-
nale Mannigfaltigkeiten, die a priori nicht in einen R”Y eingebettet sind, wir
sprechen deshalb auch von abstrakten Mannigfaltigkeiten.

(a) Eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit (n € IN) besteht aus einer
Menge M und einer Familie A = {(Ux,zx) | A€ A}, (A#0)
mit folgenden Eigenschaften:
(1) M= { Uax.
AEA
(2) Fiir jedes A € Aist zy : Uy — R"
eine bijektive Abbildung auf eine offene
Menge des R".

(3) Im Fall Uy NU, # 0 vermittelt

Ty o a:;l eine C*°~Abbildung zwischen T Ty
den offenen Mengen x(Ux N U,) und o 0 g1
IH(U)\ N UH)' s >‘|

(4) Zu je zwei verschiedenen Punkten -~
p,q € M gibt es (Ux,xx), (Uy,x,) in A ExO Ly

mit p € Ux, ¢ € U, und Uy NU, = 0.

(5) Die natiirliche Topologie von M besitzt eine abzihlbare Basis; Erlduterun-
gen hierzu in 1.3.

Jedes der Uy C M heifit eine Koordinatenumgebung, jedes Paar (Ux,zx)
oder auch z, selbst eine Karte oder ein Koordinatensystem, die Kollektion
A aller Karten ein Atlas, und jede Abbildung z, o zy' mit Uy N U, # () eine
Koordinatentransformation von M. Da z, oz} " die C*°~Umkehrabbildung
TxO m;l besitzt, ist jede Koordinatentransformation ein C*°—Diffeomorphismus
zwischen offenen Mengen des R™.

Die Indizierung der xx und Uy hat den alleinigen Zweck, diese beiden Objekte
aufeinander zu beziehen; wir schreiben im Folgenden immer (U, z), (V, y) fiir Ko-
ordinatensysteme. Liegt ein Punkt p in einer Koordinatenumgebung U, so spre-
chen wir von einer Karte um p; hierbei lisst sich bei Bedarf nach Ausfithrung
einer Translation des R"™ noch z(p) = 0 erreichen. Fiir die n Koordinaten einer
Karte x schreiben wir im Hinblick auf die Indexkonventionen der Tensoranalysis
z!, ..., z", entsprechend notieren wir Vektoren des R™ mit u = (ul, ...,u™) und
Abbildungen mit Werten in R™ mit h = (h',...,h™), wobei wir h jetzt nicht
mehr fett drucken (handschriftlich also ohne Pfeil schreiben). Eine Verwechslung
von Indizes mit Potenzen ist nicht zu befiirchten.

Die Bedingungen (4) und (5) sorgen dafiir, dass sich die in 1.3 definierte Topolo-
gie auf M analog zu der normierter Rdume gestaltet; des Weiteren erméoglichen
sie die Definition von Integralen auf M. Einige eher exotische Modelle der Re-
lativitdtstheorie verletzen die Trennungseigenschaft (4), siehe [79]5.8.
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(b) Bei der Festlegung einer Mannigfaltigkeitsstruktur fiir eine gegebene Men-
ge M werden wir aus Okonomiegriinden bestrebt sein, mit méglichst wenigen
Koordinatensystemen auszukommen; dies machen die Beispiele in 1.2 deutlich.
Dagegen ist es fiir die Theorie notig, moglichst viele Karten zur Verfiigung
zu haben. Ein gegebener Atlas A wird wie folgt durch weitere Koordinaten-
systeme ergéinzt: Ein Paar (V,y) bestehend aus einer bijektiven Abbildung
y: M DOV — R" auf eine offene Menge des R" heifit C*°—vertriglich mit A,
wenn auch AU {(V,y)} ein C*°—Atlas ist, d.h. wenn fiir jede Karte (U,z) € A
mit UNV # @ sowohl zoy ! alsauch yoxz~! C*-differenzierbare Ab-
bildungen zwischen offenen Mengen des R"™ sind. Durch Auffiillen von A mit
diesen weiteren Karten kommen wir zu einem maximalen C*°—Atlas A’ fiir M,
die von A erzeugte C*—Struktur fiir M. Diese enthilt mit einer Karte x
auch jede Einschriinkung y, deren Bildmenge offen und nichtleer ist [7A]. Wenn
wir von einer Mannigfaltigkeit M sprechen, so denken wir uns diese immer in
Verbindung mit einer festen C*°~Struktur A’. Unter Karten bzw. Koordinaten-
systemen sind stets solche aus dem maximalen Atlas A’ zu verstehen.

(c) Eine Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar, wenn es einen Atlas O fiir
M gibt mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Paar x,y € O iiberlappender Karten
die zugehorige Koordinatentransformation orientierungserhaltend ist, d.h. dass
gilt

(x) det (d(yomfl)) > 0.

Es ist leicht zu zeigen, dass jeder maximale Atlas einer orientierbaren Mannigfal-
tigkeit M in zwei disjunkte Atlanten O1, 02 mit der Eigenschaft (), den Ori-
entierungsatlanten zerfillt. Eine orientierbare Mannigfaltigkeit wird durch
Auszeichnung eines der beiden Orientierungsatlanten orientiert; die Karten
dieses Atlas legen dann einen positiv genannten Drehsinn auf der Mannigfal-
tigkeit fest.

Ein Beispiel einer 2-dimensionalen nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit ist das
Mébiusband, siehe [48] 2.6.

(d) AUFGABEN. (i) Versehen Sie fiir gegebene Mannigfaltigkeiten M, N mit
den Dimensionen m,n das Produkt M x N = {(p,q) |p € M, ¢ € N} mit
einem Atlas, durch welchen dieses zu einer (m + n)-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit wird.

Wie ldsst sich die Produktmannigfaltigkeit S* x R (S* = Einheitskreislinie) als
Fliche im R? darstellen?

(ii) Zeigen Sie, dass die Abbildungen z,y:R — R mit z(t) =t, y(t) = t3
nicht vertriglich sind. Die von diesen erzeugten maximalen Atlanten fiir M = R
sind also disjunkt.

Weiteres Material zum Mannigfaltigkeitsbegriff finden Sie in [56] I.
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1.2 Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten

(a) Jede offene Teilmenge U des R"™ (insbesondere U = R™) ist eine n—dimen-
sionale Mannigfaltigkeit. Einen Atlas erhalten wir durch (U,1y). Ein weiterer
Atlas besteht aus allen (V,z), wo V C U offenist und = : V — z(V)
ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen des R". Dieser liefert eine C*°—
Struktur auf U [UA], auf die wir uns im Folgenden beziehen.

(b) Jeder n—dimensionale Vektorraum V iiber R ist eine n—dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Nach Wahl einer Basis (vi,...,v,) liefert die Koordinatenabbil-
dung

V=R, ve (€,...,6") mit v= ¢
i=1

eine ganz V iiberdeckende Karte. Die C*°~Koordinatentransformation zwischen
zwei solchen Koordinatensystemen wird durch eine Transformationsmatrix S
vermittelt (Bd. 1, §15:7.2).

(c) Jede Fliche M C R? ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, vgl. §7: 1.

(d) Die Einheitssphiire S? = {x € R®|||x||> =1} kann wie folgt mit jeweils
zwei Koordinatensystemen (U, z), (V,y) iiberdeckt werden:

(i) Verwendung der stereographischen Projektion (Bd.1, §25:1.5): (U,z) sei
die Karte, bestehend aus der Inversen z : U — R? der stereographischen Pro-
jektion vom Nordpol n = e3 aus mit U = 5%\ {es}, und (V,y) entsprechend
fiir den Stidpol s = —es3.

Fiir die Koordinatentransformation u = (u',u?) — v = (v',v?) zwischen

den beiden Karten ergibt sich die Spiegelung am Einheitskreis u — v =
u/|[u|> (u # 0), also eine C*°~Abbildung ([TA], betrachten Sie einen ge-
eigneten Thales—Kreis).

(ii) Verwendung von Kugelkoordinaten (Bd.1, §25:1.1): Hierbei miissen die
Rotationsachsen der beiden Koordinatensysteme so gelegt werden, dass die je-
weils nicht iiberdeckten Halbkreisschlitze auf der Sphére disjunkt sind. Machen
Sie sich das an Hand einer Skizze klar. Die Koordinatentransformation y o 2!
ist C*°—differenzierbar, weil diese aus trigonometrischen Funktionen und deren
Umkehrfunktionen aufgebaut ist.

(e) Unter einem n—dimensionalen affinen Raum verstehen wir eine Menge A
zusammen mit einem n-dimensionalen Vektorraum V und einer Familie von
bijektiven Abbildungen 7, : A — A fiir v € V, wobei folgende Rechenregeln
gelten:

(l) T0 = ]lA7
(ii) 7Tu © Ty = Tugo fir u,v €V,

(iii) fiir jedes Punktepaar p,q € A gibt es genau ein v € V. mit 7,(p) = q.
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V heiit der Richtungsvektorraum, die Abbildungen 7, heiflen Translatio-
nen des affinen Raumes A; fiir ¢ = 7,(p) schreiben wir auch ¢ = p + v und
v=q—Dp.

Nach Fixierung eines Punktes p € A kénnen wir den Vektorraum V mittels der
Abbildung v — 7,(p) = p+ v mit dem affinen Raum A identifizieren, jedoch
wollen wir mit dem Konzept des affinen Raumes deutlich zwischen Punkten und
Vektoren unterscheiden.

Jeder Vektorraum ist mit den Translationen w +— 7,(u) = u + v ein affiner
Raum.

Ein n—dimensionaler affiner Raum wird zur n—dimensionalen Mannigfaltigkeit,
indem wir jedem Punkt p € A und jeder Basis wv1,...,v, von V das Koordi-
natensystem

A—TR", g (&,....€") fir g=p+ > v
=1

zuordnen. Jede Koordinatentransformation zwischen diesen Koordinatensyste-
men besteht in leichter Verallgemeinerung des Beispiels (b) aus einer linea-
ren Transformation zuziiglich einer Translation, liefert also eine C*°—Abbildung

R™ — R"™ [04].
Weitere Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind in [56] IIL.1, II1.2, II1.6 und bei
[85] 1.1d, 1.2Db zu finden.

1.3 Die natiirliche Topologie einer Mannigfaltigkeit

(a) Eine Teilmenge V einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit M heifit offen,
falls z(V NU) fiir jede Karte (U, z) eine offene Menge im R"™ ist. Aufgrund der
Eigenschaft 1.1 (3) ist jede Koordinatenumgebung offen.

Die mengentheoretischen Eigenschaften der Kollektion aller offenen Mengen von
M (genannt die natiirliche Topologie von M) ergeben sich aus den Eigen-
schaften offener Mengen des R™ (Bd. 1, §21:3.2):

(i) @ und M sind offene Mengen,

(ii) die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen,

(iii) der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

BEWEIS als [(A]. (Verwenden und beweisen Sie dabei die Mengengleichheiten
z(JA:) = Uz(4), =((A:) = [ =(As); letztere beruht auf der Injektivitét
von z.)

Wir formulieren nun die in 1.1 erwdhnte Bedingung

(5) Die Topologie besitzt eine abzdhlbare Basis Vi, Va, ... aus offenen Men-
gen, d.h. jede offene Teilmenge von M ist die Vereinigung geeigneter V.
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Jede offene Menge V C M mit p € V heifit (offene) Umgebung von p. Aus
1.1 (4) folgt:

Zu je zwei verschiedenen Punkten p,q € M g¢ibt es Umgebungen U von p, V
von g mit UNV =0 (Hausdorffsche Trennungseigenschaft).

(b) Eine Teilmenge A C M heifit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist. Auf-
grund der de Morganschen Regeln sind neben @, M beliebige Durchschnitte
und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Ein Punkt
p heifit Randpunkt einer Menge A C M (p € OA), wenn jede Umgebung von
p sowohl A als auch M \ A trifft. Die Menge A := AU JA heifit der Abschluss
von A. Es gilt ACB = ACB und

A ist abgeschlossen <= 0AC A < A=A.

(c) Eine Folge (px) in M heifit konvergent gegen p € M (pi — p fiir k — 00),
wenn es zu jeder Umgebung V' C M von p ein ko € IN gibt mit p, € V fiir
k > ko. Aus pr — p, pr — ¢ fir kK — oo folgt p = q¢ wegen der Hausdorffschen
Trennungseigenschaft. Daher ist die Schreibweise p = klin;o pr  gerechtfertigt.

Ist = eine Karte um p € M, so gilt fiir Folgen (px) in M
klim pe=p < klim z(pr) = z(p) -

(d) Eine Abbildung ¢ : M — N von Mannigfaltigkeiten M, N heifit stetig,
wenn das Urbild ¢~'(V) jeder offenen Menge V C N offen in M ist. Demnach
sind alle Karten z : U — x(U) sowie deren Umkehrabbildungen stetig; hierbei
ist z(U) gemifB 1.2 (a) als Mannigfaltigkeit aufzufassen.

(e) Eine Menge K C M heifit kompakt, wenn fiir jede Uberdeckung von K
durch offene Mengen V; bereits endlich viele der V; geniigen, um K zu iiber-
decken.

Wegen des Trennungsaxioms (4) ist jede kompakte Menge abgeschlossen [UA].
(f) Aus den Bedingungen 1.1 (4), (5) ergeben sich folgende Eigenschaften der
natiirlichen Topologie ([56] I, 3.6):
pEA — klim pr = p fiir eine Folge (px) in A.
A ist abgeschlossen <= A enthélt mit jeder konvergenten Folge auch
deren Limes.
K ist kompakt <= jede Folge in K enthilt eine in K konvergente
Teilfolge.
¢: M — N ist stetig <= ausp = klirn pr in M folgt ¢(p) = klim o(pr)
in N.
Es existiert ein abzéhlbarer Atlas {(U;,x;) | ¢ € N} fiir M, wobei die

U,; kompakt sind.
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1.4 Untermannigfaltigkeiten

(a) Wir nennen eine Teilmenge M ei-
ner n—dimensionalen Mannigfaltigkeit
N eine m—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von N (m < n), wenn es
fiir jeden Punkt p € N ein angepas-
stes Koordinatensystem gibt, d.h.

eine Karte (U, z) von N um p mit U
z(MNU) = R"naz(U). P N
Wir identifizieren dabei den R™ mit lx
der m—dimensionalen Ebene R*™
R™x0"™™ =
{ueR" |v™ =...=u" =0} g »
z(®) | x(v) R™

BEISPIEL. Der Aquator

S'={En0eR’| & +n" =1}
der Einheitssphére

7 = {xeR’| x| =1}

ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von S?. Nachweis als (ver-
wenden Sie Kugelkoordinaten fiir 52).

SATZ. Jede m—dimensionale Untermannigfaltigkeit M von N ist eine m—dimen-
sionale Mannigfaltigkeit: Jeder Atlas von N erzeugt mit

{ (MNnU, m’ ) ’ (U,x) € A ist ein angepasstes Koordinatensystem}

MNU

einen Atlas fir M.
BEWEIS [55] 2.6.2 Thm., [68] 1.3.1.

(c) SATz. Jede nichtleere offene Teilmenge M einer n—dimensionalen Mannig-
faltigkeit N mit Atlas A ist mit dem Atlas

{(MnU,z| Uz) e A}

MﬁU) | (

eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit.

BEWEISs [55] 2.2.10.2 Prop..
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1.5 Differenzierbare Abbildungen, Funktionen und Kurven

(a) Eine Abbildung
¢: M — N

zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M M
und N heifit differenzierbar (ge-

nauer: C*°—Abbildung bzw. ¢ € T J J y
C*(M, N)), wenn fiir jedes Paar von

Karten x von M, y von N die Koor-
dinatendarstellung von ¢ R"

Rk
-1 yogpox™?
yogorw

C*°—differenzierbar im gewshnlichen
Sinn ist.

Differenzierbare Abbildungen sind stetig ([(A] mit Hilfe von 1.3 (c), (d)).

Eine Abbildung ¢ : M — R" ist nach 1.2 (a) genau dann differenzierbar, wenn
poz~! fiir jede Karte (U, z) von M eine C*°—Abbildung ist.

Mit¢p: L — M und ¢ : M — N ist auch ¢ ot : L — N eine C>*—Abbildung,
denn fiir Karten z von L, y von M, z von N ist

zo(pog)oa™! = (zogoy ')o(yoror)
eine C*°—Abbildung im gewohnlichen Sinn.

Ein Diffeomorphismus (C*°—Diffeomorphismus) ¢ zwischen zwei n—
dimensionalen Mannigfaltigkeiten M und N ist eine bijektive C°°—Abbildung
¢: M — N mit C*—differenzierbarer Umkehrabbildung ¢ ' : N — M.

(b) Die Menge FM := C*(M,R) der C*°~Funktionen auf M (meistens Funk-
tionen auf M genannt) bildet beziiglich der punktweisen Addition und Multi-
plikation eine kommutative Algebra (siehe dazu Bd. 1, §15:5.6).

Fiir p € M ist die Gesamtheit aller lokal um p definierten Funktionen,
FoM = |J{FU | U ist eine Ungebung von p} ,

ebenfalls eine kommutative Algebra, wenn Addition und Multiplikation von
f € FU, g € FV auf dem Durchschnitt U NV definiert werden.

(c) Sei (U,z) eine Karte einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit M um einen
Punkt pe M. Fir f e FM, i=1,...,n setzen wir

of _ of
oxt (p) = oxt |y

= 0;(fox ")(u) mit u:=x(p),

wobei 0; die gewohnliche i—te partielle Ableitung bedeutet. Bei dieser wichti-
gen Notationskonvention wird also die auf die Parameter u bezogene Funktion
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fox™! mit f identifiziert. Andere Schreibweisen fiir die partiellen Ableitungen
sind

0:.f(p), 0if|

»
BEeISPIELE. (i) Fiir die i-te Koordinatenfunktion f = x* ergibt sich

oz’
Oxk

) ) 1 fir 1=k%
= Ou(zt ozt = & =
(®) Haoa)u) = o {0 fiir @ # k

mit u = z(p), weil ° o 2" die Projektion u = (u',...,u™) — u’ auf die i-te

Komponente ist.

(ii) Sind z und y Karten von M um p und ist h := y o z~! die zugehorige
Koordinatentransformation, so sind
oy’
ok

(p) = O(y' o™ ")(u) = Oh'(u)

die Koeffizienten der Jacobi-Matrix von h = (h',...,h™) an der Stelle u = x(p),

also
dh(w) = (Sjj (p>> .

(d) Existenz von Buckelfunktionen. Fiir jede Umgebung U vonp € M gibt
es eine Funktion f € FM mit supp f C U und f =1 auf einer Umgebung von

p-
Hierbei ist der Trager supp f einer Funktion f € FM definiert durch

supp f = {p€ M| f(p) # 0}.

BEWEIS.

Wir wihlen eine Karte (V,z) von M mit z(p) = 0 und 7 > 0 mit K3,(0) C
z(U NV). Nach Bd.2, §10:3.1 existiert eine C*°~Funktion g : R — R mit
gt)y =1firt <r,0<g() <1fiirr<t<2rund g(t) =0 fir t > 2r. Die
Funktion f : M — R mit f(¢) = g(|lz(¢)]]) fir ¢ € UNV und f =0
ausserhalb UNV leistet das Gewiinschte. ]

(e) Unter einer Kurve (C*-Kurve) in einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir
eine C*°—Abbildung « : I — M auf einem offenen Intervall I. Eine Abbildung
a : J — M auf einem kompakten Intervall J = [a, b] heifit ein Kurvenstiick
in M, wenn diese zu einer C*°-Kurve in M auf einem umfassenden offenen
Intervall Ja — €,b + €[ (¢ > 0) fortgesetzt werden kann.
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Eine Mannigfaltigkeit M heifit zusammenh&ngend, wenn es zu je zwei Punk-
ten p,q € M ein Kurvenstiick « : [0,1] — M mit «(0) = p, a(1l) = g gibt.

Eine offene, zusammenhéingende Teilmenge V # () einer Mannigfaltigkeit M
wird ein Gebiet genannt.

(f) SATz. Jede zusammenhingende eindimensionale Mannigfaltigkeit ist ent-
weder diffeomorph zur reellen Achse R oder diffeomorph zur Kreislinie S*.

Fiir den nicht einfachen BEWEIS siehe [55] 3.4.1. Thm.

2 Tangentialraum und Differential

2.1 Tangentenvektoren

(a) Tangentenvektoren an eine Fliche M C R sind definiert als Tangenten-
vektoren von Kurven im R3, deren Spur in M liegt (§7:2.1); diese werden
also vom umgebenden Raum R? ,geerbt“. Bei abstrakten Mannigfaltigkeiten
fehlt ein umgebender Raum; fiir diese miissen Tangentenvektoren neu erfunden
werden.

Es gibt mehrere Konstruktionen von Tangentenvektoren fiir n—dimensionale
Mannigfaltigkeiten; alle fithren zum gleichen Ergebnis, d.h. liefern isomorphe
n—dimensionale Vektorrdume als Tangentialrdume.

(1) Tangentenvektoren als Aquivalenzklassen von Koordinaten—n—
tupeln (Ricct 1877). Fiir p € M, zwei Karten z,y um p und zwei n—tupel
E=(¢...,6"), n=(n",...,n") definieren wir die Aquivalenz

(2.6) ~ () duch o = 30 2L)E (i=1,0).

k=1

Jede Aquivalenzklasse wird ein Tangentenvektor von M in p genannt. Die
Tangentenvektoren in p bilden einen n—dimensionalen Vektorraum ([55] Thm.
2.5.11.).

(2) Tangentenvektoren als Aquivalenzklassen von Kurven. Fiir p € M
heifilen zwei Kurven «,( : |—e,[ — M mit «(0) = 3(0) = p dquivalent,
a ~p, (B, wenn fiir eine und damit jede Karte x um p die Koordinatenkurven
zoa, xof im R"™ an der Stelle ¢ = 0 die gleichen Tangentenvektoren besitzen,
(z0a)'(0) = (zoB)(0).

Jede Aquivalenzklasse wird ein Tangentenvektor von M in p genannt. Die Tan-
gentenvektoren in p bilden einen n—dimensionalen Vektorraum, [80] 2.2.1.

Beide Konstruktionen sind umsténdlich zu handhaben, weil stets mit Vertretern
der jeweiligen Aquivalenzklassen (Koordinaten—n—tupel, bzw. reprisentierende
Kurven) gearbeitet werden muss.
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(3) Tangentenvektoren als Richtungsableitungen (CHEVALLEY 1946).
Um die nachfolgende Konstruktion zu motivieren, erinnern wir an den Begriff
der Richtungsableitung einer C'~Funktion f : R" — R in einem Punkt a € R"
nach einem Vektor v € R",

o f(a) = %f(awr w)|,_, -

Die Zuordnung
frduf(a), C'R")—R

ist linear und geniigt der Produktregel (Bd. 1, §22:3.2).

Durch die folgende Definition werden Tangentenvektoren als Richtungsableitun-
gen aufgefasst:

Ein Tangentenvektor v einer Mannigfaltigkeit M im Punkt p € M ist eine
Linearform

v:FM —R, f—uvu(f)
die im Punkt p die Produktregel erfiillt, d.h. es gilt

v(af +bg) =av(f) +bu(g), v(f-g) = f(p)vlg) + g(p)v(f)
fir f,g € FM, a,b € R.

Um die Linearitéit des Operators zu betonen, schreiben wir meist v f statt v(f).

Diese Definition von Tangentenvektoren hat gegeniiber den beiden vorhergehen-
den den Vorteil der Einfachheit und Koordinatenfreiheit; auflerdem ergibt sich
mit dieser auch eine iibersichtlichere Beschreibung von Tensoren.

Wir verwenden im Folgenden diese dritte Konstruktion von Tangentenvekto-
ren und stellen Beziehungen zu den beiden vorhergehenden her. Fiir den etwas
gewOhnungsbediirftigen Umgang mit diesen Objekten empfehlen wir fiir den
Anfang die Eselsbriicke ,,v = 9,“. Als ersten Schritt zeigen wir zwei bekannte
Eigenschaften von Richtungsableitungen:

LEMMA. Fir jeden Tangentenvektor v von M in p gilt
(1) vf =0 fir konstante Funktionen f,
(il) vf =wg, falls f und g in einer Umgebung von p tbereinstimmen.

Die zweite Aussage besagt, dass der Wert von v f nur vom Verhalten der Funk-
tion f auf beliebig kleinen Umgebungen von p abhéngt. Hiermit lasst sich leicht
folgern, dass wir in der Definition von Tangentenvektoren anstelle von FM
genauso gut die Algebra F, M verwenden konnen.
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BEWEIS.

(i) Fiir die konstante Funktion 1 gilt nach der Produktregel v(1) =v(1-1) =
1v(l)+1v(1) = 2v(1), somit v(1) =0, und fir f =c=rc-1 (c € R) wegen der
Linearitit v(f) = v(c-1) = c-v(1) = 0.
(i) Essei h:= f—g =0 in einer Umgebung U C M von p. Wir wihlen gemé&f
1.5(d) eine Buckelfunktion ¢ € FM mit ¢(p) = 1 und ¢ = 0 auBerhalb U.
Dann gilt ¢ - h = 0 auf M und nach (i)

0=v(so-h)=@v(h)+@v(¢)=v(h)=v(f—9)=v(f)—v(g)ﬂ
-1 -0

BEISPIEL. Sei (U,z) ein Koordinatensystem von M. Dann gehéren zu jedem
Punkt p € U die n durch die partiellen Ableitungen gegebenen Tangentenvek-
toren

0

——| , definiert durch f+— of
ox?

P ozt

|p (i=1,...,n).
Denn die Zuordnung

of
fr— oz’

= 0 (foz ")(u) mit u=ua(p)

P

ist linear und geniigt der Produktregel.

(b) Basissatz. Sei M eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M. Dann
ist die Gesamtheit Tp, M der Tangentenvektoren von M in p bei der natirlichen
Verkniipfung

(au+bv)f = auf +bvf firalle f€FM

(u,v € TyM, a,b € R) ein n—dimensionaler Vektorraum, der Tangentialraum
von M in p.

Fiir jedes Koordinatensystem (U, z) um p bilden die Tangentenvektoren

0 0

@‘P””’%P

eine Basis fir Tp M, und zwar hat jeder Vektor v € T, M die Darstellung

" g
v ggﬁxi|P

mit der Wirkung &' =v(z") wvon v auf die i—te Koordinatenfunktion x*.

Fiir die Basistangentenvektoren schreiben wir auch 61‘ s 8n’ .
p p
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BEwEIS.
Sei (U, z) eine Karte um p, 0.B.d.A. z(p) = 0.

(i) Die Vektoren a%l‘p ey azin
chung

no0
_ 7 : 1 n
0 = Za@xih’ mit a,...,a" € R

i=1

folgt durch Anwendung auf die Koordinatenfunktion f = 2* nach 1.5 (c)(i)

n P 8
0 = (;a 97

fuirk=1,...,n

& n axk n -
i i
x = a = a(S. = ag

(ii) Wir zeigen fiir jeden Tangentenvektor v € T, M die Identitét
v = igli\ mit & =v(z'), dh.
=1 Oxlp

of = >¢

=1

i Of "
pye ‘p fir alle fe FpM.

0.B.d.A. sei 2(U) = K,(0) mit einem r > 0. Fiir f € FU ist g:= foz™!
(

C®—Funktion auf K, (0) C R", und es gilt fiir u € K,(0)

'M:

g(u) tuudt:Zugl

OHH

g(tu f
0

i=1

1

mit den C*°~Funktionen g;(u):= [ d;g(tu) dt.
0

Fiir f; :== g; ox € FU folgt dann

fi(p) = gi(0) = 9;g(0) = Di(f oz~ )(0) =

und fiir alle ¢ € U
F(@) = g(x(@)) = 9(0) + Y a'(q) gi(2(a) = f(p) + o' () fila),

also mit der konstanten Funktion ¢ = f(p)

() f=c+ Xj:xf auf U und f,-(p):aa;; )

. sind linear unabhingig. Denn aus der Glei-

eine
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Die Additions— und Produktregel fiir v liefern mit v(c) = 0 = z'(p) und
v(z') =& die Behauptung:

vf = v (c-i— zn:mzfz) =wv(c)+v (zn:fﬁlfz)

= f;‘lm%p)v(fi) + ;’lep)v(zi) - _lefi(p) ¢ = ;g

BEMERKUNG. Wir notieren, dass beim Beweis des Basissatzes die C*°—Diffe-
renzierbarkeit der Mannigfaltigkeit und der fiir die Definition der Tangenten-
vektoren verwendeten Funktionen wesentlich verwendet wird. Ist f nur C"—
differenzierbar mit 1 < r < oo, so sind die f; nur C"~*differenzierbar, und (x)
ist keine Identitét zwischen Funktionen des gleichen Funktionenraumes.

O

of
ozt

p "

(¢) Transformationsverhalten bei Koordinatenwechsel.
SATZ. Fiir Koordinatensysteme x und y um p gilt

) | = " 9y’ ®) B
Oxklp gk P oyt

=1

(k=1,...,n).

P

Besitzt also v € Tp,M die Basisdarstellungen

n

= B ;0
v:;fk%pzzn Dy’

i=1

p’
so gilt das Transformationsgesetz

i - oy’ k .

i= 3 LW =1

k=1

Dies ist die Aquivalenzrelation (z,£) ~, (y,n), die der Konstruktion (a) (1)
der Tangentenvektoren nach Ricci zugrunde liegt.

BEWEIS.

Nach dem Basissatz besteht eine Darstellung

n

B ) o
datly =2k gy5l, mit Al €R (k=1 im).

j=1

Anwendung dieser Identitit auf die Koordinatenfunktion y* ergibt nach 1.5 (c)

ayi _ 0 i . j 0 i
dor ) = (%‘p)y - (Z“kayjp)y
j=1

- ; Oy’ j i i
- YA = S - i :

j=1 =1
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(d) Tangentialriume von affinen Rdumen und von Vektorriumen.

Sei A ein n—dimensionaler affiner Raum
mit Richtungsvektorraum V. Wir be- T,A
zeichnen wie in 1.2 (e) die vom Vektor A

v € V erzeugte Translation A — A mit P Up
p—p+o.

SATz. Fiir jeden Punkt p € A ist durch
die Zuordnung

ip:V—=T,A, v
mit at)=p+tv
vp=al0), a(t)=p+tv

ein Isomorphismus, d.h. eine bijektive lineare Abbildung gegeben.

Da diese Zuordnung ohne Basiswahl definiert wurde, sprechen wir von einem
natiirlichen Isomorphismus und schreiben T,A = V.

BEWEIS als [UA]. Zeigen Sie, dass die Abbildung i, : V — T,A linear und
injektiv ist (letzteres durch Basiswahl in V). Wegen dim7,A=n=dimV ist
diese dann ein Isomorphismus.

Da jeder Vektorraum V ein affiner Raum ist, erhalten wir T,V =2V fiir jedes
p € V, insbesondere T,R" = R" fiir jedes u € R".

2.2 Tangentenvektoren von Kurven
Den Tangentenvektor &(t) einer Kurve o : I — M an der Stelle t € [
definieren wir durch

at)f =(foa)(t) firalle feFM.

Der Tangentenvektor ordnet also jeder Funktion f die Richtungsableitung von
f bei Verschiebung léngs der Kurve a zu. Es gilt

d(t) S Ta(t>M,
denn der Operator f — &(t)f ist linear und geniigt der Produktregel an der
Stelle p = a(t).
Wir nennen eine Kurve a: I — M regulér, wenn &(t) # 0 fiir jedes t € I gilt.

Sei z eine Karte um einen Kurvenpunkt p = «(¢). Mit der auch im Folgenden
verwendeten Abkiirzung
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hat der Tangentenvektor &(t) nach dem Basissatz die Darstellung

mit & = a(t)z’ = z'(t).

alt) = S & o
i=1 P

FOLGERUNG. Jeder Tangentenvektor v € Tp, M kann als Tangentenvektor einer

Kurve a:]—e,e] mit «(0) =p dargestellt werden, v = &(0).

Zum BEWEIS wihlen wir eine Karte z

mit z(p) = 0, stellen v durch die zu-

gehorige Basis dar,

v = Zfl (97, » 5
i=1
und setzen T,M
at) = z 1 (thiei) M
i=1

fir [t <e< 1l

= .
P

Dann gilt a(0) =p, 2'(t) =& und damit &(0) = > ¢ 0;
i=1

Damit ist die Vorstellung von Vektoren v € T, M als im Punkt p angetragene
Pfeile gerechtfertigt. Des Weiteren ergibt sich die der zweiten Konstruktion
zugrunde liegende Darstellung von Tangentenvektoren als Aquivalenzklassen

von Kurven [T7A].
Zeigen Sie: Gehen die Kurven o : I — M und (G :J — M durch

Umparametrisierung auseinander hervor, also 8 = a o h mit einem C*™—
Diffeomorphismus h: J — I, so gilt die Kettenregel

B(t) = h(t)a(s) mit s=h(t) fir teJ.

2.3 Das Differential von C*°—Abbildungen

Sei ¢ : M — N eine C*°—Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten M, N. Das
Differential von ¢ an der Stelle p € M erkldren wir als Abbildung

dop : TopM — TyN, v—w mit ¢=¢(p),

wobei fiir jedes v € T,M der Bildvektor w € TyN festgelegt wird durch
wf = v(fo¢) furalle feFN.

Zeigen Sie, dass diese Definition eine lineare Abbildung d¢, liefert.

Wir geben dieser Definition eine anschaulichere Form: Hierzu wéhlen wir zu
einem Vektor v € T,M gemiB 2.2 (c) eine Kurve « : ]|—e,e[ — M mit
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a(0) = p, &(0) =v und erhalten d¢,(v) =w = B(0), wobei 3= ¢poa die
Bildkurve von « unter der Abbildung ¢ ist.

Dies ergibt sich unmittelbar mit der Definition in 2.2 (¢): Fiir f € FN gilt
wf =v(fop) = &0)(fod) = (fopoa)(0) = (fo)(0) = HO)f.
Es gilt die Kettenregel fiir Abbildungen ¢ : L — M, ¢: M — N und p € M,
d(¢o)p = dogod, mit g=1(p).
Nachweis als [(A].

2.4* Das Tangentialbiindel

Das Tangentialbiindel einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit ist die dis-
junkte Vereinigung der Tangentialrdume

™ = U T,M = {(pv)| pe M, veT,M} .

pEM

Der Ubergang von T,M zu (p,T,M) bedeutet Markierung des FuBpunktes
p € M fiir jeden Vektor v € T, M. Die Zuordnung

m:TM — M, (p,v)—p

nennen wir die Fuf3punktabbildung oder Projektion.
Wir identifizieren T, M stets mit (p, T, M).

Das Tangentialbiindel T'M ist auf natiirliche Weise eine 2n—dimensionale Man-
nigfaltigkeit: Fiir jedes Koordinatensystem (U, z) von M ist durch

(p,v) = (wl(p)y---7w"(p)7£1(p,v)7-~~7€"(p,v)) ,

wobei die ¢* = ¢%(p,v) durch v =

gemaﬁ dem Basissatz 2.1 (b) eindeu-

tig bestimmt sind, eine bijektive Abblldung

oo '(U) = UT,M—R™
peU
zugeordnet. Fiir zwei iiberlappende Koordinatensysteme (U, z), (V,y) von M
ergibt sich unmittelbar nach 2.1 (d)

(oz™') (0 = (v,m)

mit v=yoz '(u), n =3 gTy,i(p) ¢ p=a"Y(u); dies liefert eine C>—
k=1

Abbildung zwischen offenen Mengen des R*". Die Giiltigkeit der Hausdorffschen

Trennungseigenschaft von T'M ist leicht zu sehen.

Die Projektion 7« :TM — M ist dann eine C*°—Abbildung.
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3 Vektorfelder und 1-Formen

3.1 Vektorfelder
(a) Unter einem Vektorfeld (C*—Vektorfeld) X auf einer Mannigfaltigkeit
M verstehen wir eine Abbildung

X:M—-TM, p—X,eT,M,

die C*°—differenzierbar ist in dem Sinn, dass fiir jede Funktion f € FM die
Funktion

pHXPfa MHR

C®°—differenzierbar ist (zur Schreibweise siehe 2.1 (a) (3)).

Die Gesamtheit aller Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit VM. Fiir Vektor-
felder X, Y € VM und Funktionen f,g € FM entsteht die F M-Linear-
kombination fX + gY € VM durch punktweise Verkniipfung

(fX+9gY)p == f(p)Xp+9(p)Yp € T,M.

Die hierbei giiltigen Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus der Vektorraum-
eigenschaft der Tangentialrdume T, M.

Es liegt auf der Hand, was unter einem Vektorfeld X auf einer offenen Teilmenge
U C M (X € VU) zu verstehen ist.

Fiir jede Karte (U, z) von M sind

0 .
UapHaxiPETpM (i=1,...,n)
Vektorfelder auf der Koordinatenumgebung U, denn fiir jedes f € FU ist
O, _ O _ ..
p = ool = ogal T 0i(fox™")(=(p))

C*°—differenzierbar nach Definition 1.5 (a).
Jedes Vektorfeld X € VM (oder X € VU) hat die lokale Basisdarstellung

i=1

P

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen ¢ € FU, denn nach dem
Basissatz 2.1 (b) besteht fur jedes p € U eine solche Darstellung, und die Funk-
tionen p— £'(p) = Xpa® sind C*—differenzierbar.

Wir nennen 9/8z',...9/8z"™, bzw. 0i,...,0, die lokalen Basisfelder der
Karte (U, ).
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Lassen wir in der obigen Basisdarstellung das Argument p fort, so wird die
Notation iibersichtlicher,

n

X = Zg’ 820“ bzw. X = ;{’&

i=1

Mit der spéter eingefithrten Summationskonvention lauten diese Formeln
i 0 i
X=¢—, bzw. X=¢£0;.
ox*
(b) Vektorfelder als Derivationen. Fiir jedes Vektorfeld X € VM liefert
die Schreibweise
(X)p) = Xpf fir peM, feFM

eine Uminterpretation als Abbildung X : FM — FM, welche linear ist und
der Produktregel geniigt:

(1) X(af+bg) = aXf+bXg fir f,ge FM, a,beR,
(2) X(f-9) = fXg+gX[ fix fge FM.

Solche Abbildungen FM — FM werden Derivationen genannt. Jede Deriva-
tion Y ldsst sich durch die Vorschrift

Yof = (Yf)(p) fix feFM, pe M

wegen (Y f)(p) € T,M auch wieder als Vektorfeld verstehen. Wir unterscheiden
nicht zwischen diesen beiden Interpretationen und fassen Vektorfelder meistens
als Derivationen auf. Im Hinblick auf die Definition von Tangentenvektoren in
2.1 (a) (3) bezeichnen wir X f auch als Richtungsableitung.

3.2 Lie—Klammer und Integralkurven von Vektorfeldern

(a) Die Lie—Klammer von Vektorfeldern. Fiir Vektorfelder X, Y € VM
ist die Hintereinanderausfithrung der Derivationen

f=Y(Xf), FM —-FM
zwar linear, geniigt aber nicht der Produktregel, denn es gilt
Y(X(fg) = Y(fXg+9X[)

(Yf) (Xg)+ fY(Xg)+ (Yg) (X[f)+gY(X[)

fiir f,g € FM.



3 Vektorfelder und 1-Formen 249

Bilden wir jedoch den Kommutator der beiden Derivationen,
(X,)Y]f = X(Y[f)-Y(Xf) fir feFM,

so heben sich die stérenden ersten und dritten Terme weg, d.h. [X,Y] erfiillt
die Produktregel und ist als Derivation ein Vektorfeld. Der Verkniipfung [., .]:
VM x VM — VM wird Lie-Klammer auf M genannt.

Rechenregeln fiir die Lie-Klammer. Die Lie-Klammer |., .]
(1) st linear in jedem der beiden Argumente,
(2) st schiefsymmetrisch,

(3) erfiillt die Jacobi—Identitét

[X,Y],Z] + [Iv,2],X] + [[2,X],Y] =0 fir X,Y,Z€ VM.

BEWEIS als .

Haben Vektorfelder X, Y € VM beziiglich eines Koordinatensystems die lokalen
Basisdarstellungen X = Zﬁi&-, Y = anak, so besitzt die Lie-Klammer
i=1 k=1

von X und Y die Darstellung

XY= Y (ot - o) 5.

ik=1

FOLGERUNG. Die Lie—Klammer von lokalen Basisfeldern verschwindet stets,

o 0 .
{@,w} =0 (l,k—l,...,’n).

(b) Integralkurven von Vektorfeldern. Zu gegebenem Vektorfeld X € VM
heifit eine Kurve ¢ : I — M Integralkurve von X, wenn sie Losung der
Differentialgleichung

go(t) = Xap(t) fir tel

ist. Analog wie im R" gilt auch auf Mannigfaltigkeiten der

Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir das Anfangswertproblem.
Zu jedem Punkt p € M g¢ibt es genau eine mazximal definierte Integralkurve
p:I— M wvon X mit ¢(0)=np.

Fiir die maximal definierten Integralkurven schreiben wir

O(t,p) = Ou(p) = (), ILp:=1
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und setzen
D(X) = {(tp)) eERx M| tel,}.

Die Abbildung @ : D(X) — M, (t,p) — ®(t,p) wird der vom Vektorfeld
X erzeugte Fluss genannt.

Differenzierbarkeit des Flusses.

(i) D(X) ist eine offene Teilmenge der Produktmannigfaltigkeit R x M, und
der Fluss ® ist eine C*°-Abbildung D(X) — M.

(ii) Im Fall D(X)=R x M gilt das Ezponentialgesetz

@0:]11\/1, CI)SO'I%:(DSH fﬁT‘ s,tEIR.

Der BEWEIS besteht in der Ubertragung der fiir Differentialgleichungen im R"
verwendeten Methoden (vgl. Bd.2, §2:5 und §2:7) auf Mannigfaltigkeiten,
siehe [56] IV.4, [55] 3.5.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit von maximal definierten Integralkurven
wird die Hausdorffsche Trennungseigenschaft (4) von 1.1 (a) benétigt. Bei Ver-
letzung dieser Forderung kann es geschehen, dass Integralkurven in zwei Aste
verzweigen, siehe [55] 3.5.5.

Im Fall D(X) =RxM sind die Abbildungen ®;: M — M Diffeomorphismen
wegen ®roP_y =P,y = Py = 1.

Das Exponentialgesetz ®(®+(p)) = Pst++(p) ist auch im allgemeinen Fall
D(X) C R x M giiltig unter der Voraussetzung, dass die darin auftretenden
Terme definiert sind.

Es seien X,Y € VM zwei Vektorfel-

der auf M und ®,¥ die von diesen er- p D;(p)
zeugten Fliisse. Der Einfachheit halber
nehmen wir D(X) =D(Y) =R x M
an.

SAaTz (LIE 1876). Genau dann kommu-
tieren die Fliisse von X und Y,

P, 0V, = V0D, fir s,t € R,

A

wenn dz¢ Lie-Klammer von X und Y W, (p) s(Ti(p))
verschwindet, = U (Ps(p))

[X,Y] = 0.

Diese Aussage liefert eine wichtige Interpretation der Lie-Klammer. Thre Be-
deutung ergibt sich aus der Tatsache, dass Fliisse als Losungen von Differen-
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tialgleichungen im allgemeinen nicht explizit bekannt sind, die Verifikation der
Bedingung [X,Y] = 0 dagegen nur Ausfithrung von Differentiationen verlangt.

IlI N

Die nebenstehende Figur macht die fiir die Vektorfelder auch verwendete Be-
zeichnung Schnitte im Tangentialbiindel plausibel.

Fiir den BEWEIS verweisen wir auf [56] IV.7.
(c)* Mit Hilfe des Tangentialbiindels

2.4* kann jedes Vektorfeld X € VM
nach Identifizierung

Xp & (p, Xp)

als C*°—Abbildung X : M — T M mit
el X = :ﬂ.]\,{

charakterisiert werden |UA]|.

3.3 1-Formen

(a) Fiir einen n—dimensionalen Vektorraum V nennen wir den Vektorraum der
Linearformen (Kovektoren) w:V — R den Dualraum von V und bezeich-
nen diesen mit V™.

V™ ist ebenfalls n—dimensional, und fiir jede Basis wv1,...,v, von V bilden die
Linearformen ol,...,v? mit

vitog) = 6, (k=1,...,n)

eine Basis fiir V*. Denn fiir jede Linearform w € V* gilt
- k
w= Y apv;
k=1

mit den eindeutig bestimmten Koeffizienten ar := w(vg), da beide Seiten
Linearformen sind, die auf den Basisvektoren v; denselben Wert annehmen.

V1, ...,Un; 05, ..., 0" heiBt ein Paar dualer Basen (duales Basispaar) von
V und V*. Den Dualraum von T, M bezeichnen wir mit T, M.

(b) Eine 1-Form w auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung
w: p—wp €T, M,

die differenzierbar ist in dem Sinn, dass fiir jedes Vektorfeld X € VM durch
wX): powp(Xp), M —R

eine C*°~Funktion auf M gegeben ist.
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Die Gesamtheit der 1-Formen auf M bezeichnen wir mit V* M. Fiir 1-Formen
wi,w2 € V*M und Funktionen fi,fo € FM entsteht durch die punktweise
Verkniipfung (fiwi1 +f2w2)|p = f1 (p)wl‘p + fo (p)w2|p die F M-Linearkombi-
nation fiwi + fews. Da die T, M Vektorrdume sind, folgt fiwi + fows € V*M.

Nach dieser Definition wirken 1-Formen w auf Vektorfelder FM-linear, d.h.

WfX +gY) = fw(X)+gw(Y) fir f,g€FM, X,Y € VM.

(¢) Fiir jede Funktion f € FM erkliren wir das Differential von f als die
1-Form df € V*M mit

dfp(v) = vf firalle veT,M und pe M.
Nach 3.1 (b) bedeutet dies
df(X) = Xf firalle X € VM.

Zur Deutung représentieren wir einen Tangentenvektor v € T, M durch eine
Kurve a:]|—e,e[ = M mit a(0) =p, &(0) =wv. Dann gilt nach 2.2 (c)

dfp(v) = &(0) f = (fea)(0).

Hiernach beschreibt df,,(v) die Anderung der Funktion f lings der Kurve o im
Punkt p.

Fiir jede Karte (U,z) um p besitzen die Koordinatenfunktionen z?',... z"

Differentiale dz?',...,daz™ € V*U. Fiir diese gilt nach 1.5 (c)

de (%) - <8x’“)w = o = Ok (Gk=1L..m),

d.h. die Linearformen da:zl), ...,dxy bilden die zu o c A |p duale Basis

Oxl p?" ) Hx™
in T, M.
P

Damit erhalten wir fiir jede 1-Form w € V*M (oder w € V*(U)) die Darstellung

n .
w = Y adz’
i=1
mit den nach (a) eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen

7] .
a; = w<%) €EFU (i=1,...,n).

Fir v = Z&kﬁ‘p e T,M folgt w(v) = a:if".
P i=1
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Fir Differentiale w = df ergibt sich insbesondere

_ of . i
df = By dx
=1
_ O\ _of .. ._
wegen al_df(aﬁ) = op fir i=1,...,n.

Rechenregeln fiir das Differential

(i) Die Abbildung f+— df, FM — V*M ist linear.
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(ii) Es gilt die Produktregel d(f-g) =gdf + fdg fir f,g € FM.

Nachweis als :

(d) Das Differential von Funktionen f:M — R,
fiir den Moment mit d, fp: TpM — R bezeichnet,
stimmt mit dem in 2.3 definierten Differential von
Abbildungen nicht iiberein; vielmehr gilt df, =
it © c?fp mit ¢t := f(p) und dem natiirlichen
Isomorphismus i; : R — T3[R von 2.1(d) [Ta].
Durch Identifizierung T;IR = R wird die gleiche
Schreibweise fiir die beiden Begriffe gerechtfertigt.

d
T,M N TR

A
R

BEMERKUNG. Es ist klar, dass Vektorfelder und 1-Formen begrifflich verschie-
den sind. Wenn wir in Kap. I dennoch Impulse in der Mechanik und ihre
Gegenstiicke in der Optik durch Vektoren des R™ dargestellt haben, obwohl
es sich in der Sache um Linearformen handelt, so geschah dies zugunsten der
Einfachheit und Einheitlichkeit der Rechnung. Auch die in Bd. 1, §24:6.1 be-
trachtete Warmednderung eines thermodynamischen Systems ist kein Vektor-
feld (Q1,Q2), sondern seiner Natur nach eine 1-Form w = Q1 dT + Q2dv auf

dem R2.

4 Tensoren

4.1 Tensoren als multilineare Abbildungen

(a) Den Dualraum zu V* bezeichnen wir mit V**. Zu jedem v € V ist durch

Ly(w) = w(v)

eine Linearform ¢, auf V* gegeben.

SATz. Die Abbildung

Iy : V= V™, v, ist ein Isomorphismus.
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Wir identifizieren daher im Folgenden V** mit V' und schreiben
(%)  w(w) fir £y(w) = w).

BEWEIS.

Die Linearitéit on Iy folgt aus der Linearitdt der w € V™. Iy ist injektiv: Aus
l, =0 mit v € i{ivi folgt 0 = vk(v) = ifivf(vi) =¢ (k=1,...,n).
Wegen dim V** ;:(liim V*=dimV =n ist Ii/:%aijektiv. i

BEMERKUNG. Ein Isomorphismus zwischen V* und V ldsst sich nur mit Hilfe
von Basen in V, V* angeben. Dagegen ist Iy ein natiirlicher (basisfrei definier-
ter) Isomorphismus.

(b) Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Vi,...V,, W heifit eine Abbildung
A:Vix- - xV.—=W
multilinear, wenn sie in jedem der r Argumente bei Festhalten der restlichen

linear ist.

Die Gesamtheit der multilinearen Abbildungen Vi X --- x V.. — W bezeichnen
wir mit L(Vi X --- x V., W).

Fir A,B € L(Vix---xV,, W) und a,b € R ist durch punktweise Verkniipfung
in W die Linearkombination

aA+bB: (vi,...,v.) —aA(vi,...,v,) +bB(v1,...,0:)

definiert, die diese Menge zu einem Vektorraum macht. Jede multilineare Abbil-
dung ist schon durch ihre Wirkung auf Basisvektoren in Vi,...,V, festgelegt.

SAaTz. dimL(Vi X ---x V., W) = dimV;-...-dimV, - dim W.

BEWEIS.

Wir beschrianken uns auf den Fall » = 2 und betrachten drei Vektorrdume
U,V,W der Dimensionen [, m,n und fiir diese Basen (u1,...,w), (v1,...,0m),
(wiy ..., wn).

Wir legen Azj € LU x V,W) fest durch die Wirkung auf die Paare von
Basisvektoren (uq,vs),

Afj (Ua,vp) = 53 65 W .
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Diese [ - m - n bilinearen Abbildungen bilden eine Basis von L(U x V, W), denn
fiir jede Abbildung A € L(U x V, W) sind die Basisdarstellungen

(1) Aus,vg) Zawwk in W (i=1,...,l,j=1,...,m)

dquivalent zu der Beziehung
I m n

2) A=Y > dA7,
i=1j=1k=1

was sich durch Auswertung beider Seiten auf den Paaren (uq,vs) ergibt. O

(c) Sei V ein n—dimensionaler Vektorraum, und r,s > 0 seien ganze Zahlen.
Wir setzen

RV = L(V" x---xV ' xVx---xV R)

r—mal s—mal

fir »+s>1 und ®8V := R. Die Elemente von )V heifien (r,s)—
Tensoren (r—fach kontravariante und s—fach kovariante Tensoren) auf
V. Die Zahl r heift kontravarianter Rang, und s heifit kovarianter Rang.
&’ V ist nach (b) ein Vektorraum der Dimension n”**.

Einige Tensortypen sind uns schon bekannt, z.B.

0

®0V =R Skalare,

Q,V = LV ,R)=V" =V Vektoren,

®(1)V = L(V,R)= Linearformen,
®g V = L(VxV,R) Bilinearformen,
®SV = L(V -x V,R) Multilinearformen.

s—mal

Wir setzen zur Abkiirzung

Vi=Vx---xV, (VY =V x--x V"
—— ——
s—mal r—mal

RV = Q,V = L(V)",R).

Fiir r, s > 1 lassen sich (r, s)-Tensoren als lineare Abbildungen A:V*® — "V
interpretieren. Eine solche Abbildung ordnet jedem (v1,...,vs) € V° eine
Linearform auf (V*)" zu:

A, yvs): (V) =R, (wiy...,wr) = Avr, .o vs) (Wi, .oy wr) .
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Durch

A(wiy ey Wry 01,00, 0s) = A(v1, ..oy vs) (W, e - oy W)
ist ein ((r, s)-Tensor A gegeben. Die lineare Abbildung
J:LV,Q"V) - .V, A A ist ein Isomorphismus.

J ist injektiv, denn J(A) =0 bedeutet einfach, dass A die Nullabbildung ist.
Die Surjektivitit von J folgt aus Dimensionsgriinden: Nach (c¢) ist dim ®; V=
n"t* und dim@"V =n". Mit (b) folgt dimL(V*,®" V) =n°n".

Im wichtigsten Fall 7 = 1 entstehen Tensoeren oft aus linearen Abbildungen
A:V°® -V durch A(w,vs,...,vs) :=w(A(v1,...,vs)) fir we V",

Wir identifizieren im Folgenden @’V mit L(V*, Q" V).
(d) Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Vi,...,V,, heifit der Vektorraum
Vi® - Q®@Vy = LV x -+ xVpy,R)

das Tensorprodukt von Vi,..., V.

Demnach ist wegen V** =V

RV =V VeV ® -V .

r—mal s—mal
Fir v1 € Vi, ..., vm € Vi heiit die r-Form v1 @ -+ - Qvm € V1 ® -+ ® Vi,
mit
(11 Q@ @um) (Wi, e ywm) = wi(v1) ... Wm(vm)
fir w; € V;*, i =1,...,m das Tensorprodukt der Vektoren vy, ..., vm.

4.2 Basisdarstellung von Tensoren

Essei v,...,vun; 0L, ..., 0" ein Paar dualer Basen von V. Fiir die aus diesen Ba-
sisvektoren gebildeten Tensorprodukte gilt nach Definition und unter Beachtung
von 3.3 (a) und von V** =V

(viy @ - @vi, @' @ @vl*) (V8 ok vy )
() = oy ) v (o) - vl (o)

_ k1 kr  sJ1 Js
= gh kg
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SATZ. Die n"T° Tensorprodukte Vi, @ QUi @ V'@ @ vl bilden fiir
r+s>1 eine Basis von ®: V.

Jeder (r,s)-Tensor A € ®: V' besitzt diesbeziiglich die Basisdarstellung

A = Z Z aél‘_“ir v¢1®"'®vir®vil®---®vf

1ds
i1=1 je=1
mit den Koeffizienten

a;ll',',',zj'; = AL, . U Ve UG )
Der BEWEIS verlduft unter Verwendung von (%) ganz analog wie der des Di-
mensionssatzes in (b).

Um die Basisdarstellung etwas iibersichtlicher zu gestalten, verwenden wir die
Einsteinsche Summationskonvention: Uber jeden doppelt auftretenden In-
dex ist zu summieren; das entsprechende Summenzeichen wird fortgelassen. Die
Basisdarstellung schreibt sich hiermit

A=al @@, vl @@l

J

4.3 Kontraktion von Tensoren

Fiir einen (1,1)-Tensor A € ®i V' ist die Kontraktion definiert als die Zahl

CiA = AL, v) (Summationskonvention),
hierbei ist v1,...,vn;0L,...,v7 ein beliebiges Paar dualer Basen fiir V, V*.
Die Zahl héngt nicht vom gewéhlten Basispaar ab: Ist w1, ..., wn; _wi, . _,wf
ein anderes Basispaar von V, so ergibt sich mit v; = SFwy, vl = TJws,

T,S¥ =6 die Gleichheit
AW, v) = A(Tiwt, SFwy) = TESF A(wt, wy)
= 0F A(w?,wy) = A(w®, wy).

Fassen wir gemifl 4.1 (c) A € ®i V' als lineare Abbildung von V' auf, so ist
die Kontraktion nichts anderes als die Spur.

Ganz entsprechend definieren wir die Kontraktion von A € ®: V mit r,s>1
fir 1<pu<r, 1<v<s alsden (r—1,s—1)-Tensor C/A mit

(C{fA)(wh. ey Wr—1,V1,. .. ,1}5,1)
n
= ZA(...7wu,1,v’,f,wm...7111,,1,11;“,'1)1,,...)
k=1

fiir wi,...,wr—1 €V*, v1,...,05_1 € V.
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Hat A die Koeffizienten aél B ]7: beziiglich eines dualen Basispaars von V, so
besitzt der kontrahierte Tensor CJ' A die Koeffizienten

n
Z a...jﬁ,i k f: :
k=1
4.4 Tensorfelder, lokale Basisdarstellung, Transformationsgesetz
(a) Ein (7, s)—Tensorfeld auf einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist
eine Abbildung
A:p — A, e QIT,M,
1

die differenzierbar ist in dem Sinn, dass fiir beliebige 1-Formen w-,
V*M und Vektorfelder X;...,Xs € VM die Funktion

LLwh e

M — R, pw= AW ,....0" X ... X

»)

C*°—differenzierbar ist.

Die Gesamtheit der (7, s)-Tensorfelder auf M bezeichnen wir mit 7, M. Fiir
A, B € 7] M und Funktionen f,g € FM definieren wir die FM-Linearkom-
bination fA+g¢gB € 7, M punktweise, d.h. durch p+— f(p)A(p)+ g(p)B(p) €

Q' T, M.
Insbesondere ist

M = FM, T4 = VM, T = V'M.

Meistens werden Tensorfelder einfach Tensoren genannt. Diese Sprechweise ist
unproblematisch, weil Tensoren in einem Punkt so gut wie nie auftreten.

(b) Tensorfelder als FM—Multilinearformen. Ein Tensorfeld A € 7] M
mit r+ s> 1 lédsst sich uminterpretieren in eine Abbildung

A: VM X xVMXVMx--xVM — FM

r—mal s—mal
mit

//1\(0.11,...,wT,Xl,...,XS)(p) = A, (w1| ,...,of|

fir w',...,w" € VM, X1,...,X. € VM und pe M.
Die Abbildung A st in jedem der r + s Argumente F M —linear; d.h. es gilt

AC. f Xk + gV = FAC., Xk, )+ gAYk, ..)



4 Tensoren 259

fir f,g € FM, Xi,Yx € VM sowie Entsprechendes fiir die Variablen w®. Dies
liegt an der Definition von FM-Linearkombinationen. Wir sprechen von einer
F M—Multilinearform.

Wir zeigen, dass sich der Prozess A — A auch wieder umkehren lisst. Dies
ist von Bedeutung, weil wichtige Tensoren durch Differentiationsprozesse ent-
stehen und daher zunéchst nicht punktweise definiert sind. Das prominenteste
Beispiel hierfiir ist der Riemannsche Kriimmungstensor, der durch zweifaches
Differenzieren gebildet wird.

SATZ (Punktweise Auswertbarkeit von F M -Multilinearformen). Gilt r+s > 1
und ist A: (V*M)" x (WM)° — FM eine FM-Multilinearform, so hingt fiir
wh W eV'M, X1...,X. € VM und pe M die Zahl

AW, . 0" X1, XS (p)

1 .
nur von den Werten von w-,...,w", X1,...,Xs im Punkt p ab.

Hiernach kénnen wir die FM-Multilinearform A in jedem Punkt p € M aus-
weiten, indem wir gegebene Kovektoren w?',...,w” € T,M* und Vekto-
ren wvi,...,vs € T,M zu 1-Formen Q' ...,Q" € V*M und Vektorfeldern
Vi,...,Vs € VM mit

Qip:wi’ ‘/J = vj (1217...77',_]‘:1,...,5)

fortsetzen; dass dies moglich ist, zeigen wir anschliefend. Setzen wir gem&fl dem
Satz

A’ (wl,...,wr,vl,...,vs) = A(Ql,...,QT,Vl,...,VS)(p)

setzen. Lassen wir dann p € M laufen, so erhalten wir ein (7, s)-Tensorfeld
AeT M.

Aufgrund dieser Isomorphie ist es erlaubt, (r,s)-Tensoren mit FM-Multi-
linearformen (V*M)" x (VM)® — FM zu identifizieren.

Vor dem Beweis des Satzes zeigen wir, dass jeder Vektor in einem Punkt zu
einem Vektorfeld auf M fortsetzbar ist.

Zu gegebenem Vektor v € T, M wihlen wir eine Karte (U,z) um p und gemé&f
1.5(d) eine Buckelfunktion f € FM mit f(p) =1 und supp f C U. Wir

setzen dann
V= f&9 inU und V:=0 in M\U,
wobei v := £,

M mit v|p = .

» die Basisdarstellung von v ist. Dann ist V' ein Vektorfeld auf

Ganz analog gehen wir bei der Fortsetzung eines Kovektors zu einer 1-Form auf

M vor [4].
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BEWEIS des Satzes.
(i) Gilt wip:() fir ein i =1,...,7 oder Xj|p:0 firein j=1,...,s,
soist A(w',...,w", X1,...,Xs)(p) = 0.

Zum Nachweis wihlen wir eine Karte (U,z) um p und gemiB 1.5(d) eine
Buckelfunktion f € FM mit f(p) =1 und supp f C U. Angenommen, es
gilt W1’p = 0. Dann folgt mit der lokalen Basisdarstellung w' = a; dz’ (vgl.

3.3(a))

fPAWY, .., w" X, X))

A(fPwh, . w0 X, LX)
= A(faifda’,w? ... 0", X1,..., Xs)
fa; A(fda' w? . W™ X, X)),

insbesondere wegen f(p)ai(p) =0 fir i=1,...,n

A(wl,...,wT,Xl,...,XS)(p) = f(p)QA(wl,‘..,wT,Xl,‘..,XS)(p) =0.

(i) Fir w',...,w", 0" ...,0" €V'M, X1,...,Xs,Y1,...,Ys €EVM mit

w

, = i=1,...,7r), Xj}P :Yj‘p (G=1,...,s)

gilt
A, ., w" X1, ., X)(p) = Alo',...,0", Y1,...,Y.)(p).
Denn mit der FM—Multilinearitét von A folgt durch sukzessives Einschieben
AW, ..., X)) — A(et, ..., YY)
= Al =o' W? . X))+ Aot w? — 0%, W8, X))
+ o+ At LY, X - YD),

und nach (i) verschwindet die rechte Seite an der Stelle p, was die Behauptung
liefert. O

(c) Lokale Basisdarstellung von Tensoren. Ist (U, z) eine Karte von M,
so bilden nach 3.3 (a) in jedem Punkt p € U die Vektoren und Kovektoren

81| ,...,8n| ; da:l} S, dz”
P P P

P
ein Paar dualer Basen fiir T, M, T, M.

Jeder Tensor A € 7JM mit r+ s > 1 besitzt dann nach 4.2 die lokale
Basisdarstellung auf U

A=al"r0,® ®0 ®d" @ - ©dd’
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mit den Koeffizientenfunktionen

alt it = A(dz™, ..., dz'",8;,,...,0;) € FU.

J1---Js

FOLGERUNG. Sind (U, z), (V,y) dberlappende Koordinatensysteme von M und
hat der Tensor A€ T/ M mit r+ s> 1 die Koeffizienten

beziiglich x, b’gllfs’ beziiglich vy ,

1. i
A5y s
so gilt das Transformationsgesetz

(#) byl o= allinSM ST Tl auf UNV mit

J1---Js

ayk Tj . 81Ej

k. gL
St= G T g

Denn nach 2.1 (c) gilt fiir die Basisfelder das Transformationsgesetz

o _ oyt o K O

oxi Bzt OyF Tt oyk

n

Aufgrund der Basiseigenschaft sind dr',... dz"™ aus den dy',...,dy" i-
near kombinierbar, dz’ = T} dy® mit geeigneten Koeffizientenfunktionen T7.
Hieraus folgt

. N i (ke O ki 0
J J J A : I —=
o] dx ( Z) = dx (SZ y’“) Sy dx ( yk)

sETiay' (50) = SiTi ok = S

und damit Tg = 027 /0y* = T}, weil die Matrizen (SF) und T}) zueinander
invers sind. Das Transformationsgesetz (x) ergibt sich nun mit Hilfe der obigen
Basisdarstellungen durch Koeffizientenvergleich.

4.5*% Die Lie—Ableitung

Bei gegebenem Vektorfeld V' € VM soll die Lie-Ableitung jedem Tensorfeld
A € T/ M ein Tensorfeld Ly A € 7] M zuordnen, welches die Ableitung von
A bei Verschiebung lings der Integralkurven von V' darstellt. Dies wird in (b)
prizisiert; die Definition (a) ldsst das noch nicht erkennen.

(a) Die Lie—Ableitung Ly beziiglich V € VM legen wir in der Wirkung
auf Funktionen und Vektorfelder fest durch

(1) Lyvf == Vf = df(V) fix feFM,

(2) LvX := [V,X] fir X € VM;
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hierbei ist [V, X] die in 3.2(a) eingefiihrte Lie-Klammer. Nach 3.2 (a) bzw.
3.3(c) gilt die Produktregel: [V, X]|(f-g) = ([V,X]|f)g + ([V, X]g)f Dbezie-
hungsweise Ly (f-g) = (Lvf)g+ (Lvg)f.

Die Erweiterung auf Tensorfelder ergibt sich auf eindeutige Weise, wenn wir die
Giiltigkeit der Produktregel fiir die Tensorprodukte fordern. Um diese suggestiv

zu formulieren, schreiben wir fiir den Moment fiir die Wirkung einer 1-Form w
auf ein Vektorfeld Y

w- Y statt w(Y),

und fiir die Wirkung eines Tensors A € 7'M mit 7+ s > 1 auf seine
Argumente w' € V*M, Y, € VM

AWt WYL Y, statt A(wl,.,.,wT,Yi7...7Ys).

Des Weiteren verabreden wir, dass der Operator Ly stets nur auf den unmit-
telbar nachfolgenden Term wirken soll.

Fir w € 7'M = V*M legen wir die Lie-Ableitung Lyw als 1-Form fest
durch die Giiltigkeit der Produktregel

Lv(c«J'Y) = Lyw-Y + w-LyY fir YEVM,
wobei der erste Ausdruck nach (1) und der letzte nach (2) definiert sind. Wir
setzen also Lyvw -Y := Ly(w - Y) — wLyY und erhalten in der iiblichen
Schreibweise unter Verwendung von (1), (2)

3) (Lvw)Y = Vuwl)—-w(V,Y]) fir Y eVM.

Entsprechend definieren wir fiir einen (r, s)-Tensor A € 7] M die Lie-Ablei-
tung LyvA € T, M symbolisch tiber die Produktregel fiir 1 + r + s Faktoren:

Ly(A-w'- .. W Y-, Ys)
= (IvA)-w' .. w" Y Y
+ XT:A-wl~...-vai-...-wr-Y1~...'Ys
i=1
+ i:A.wl-,,,~wT~Y1-...'LVYk'~~~'Y.s,
k=1

wobei die linke Seite nach (1) definiert ist, die erste Summe nach (3) und die
letzte Summe nach (2). Damit ergibt sich due Definition von Ly A in der iibli-
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chen Notation:

LvAWY, ... ,w"Y1,...,Ys)

=V (AWw',..., 0" 11,...,Y))
— ZA(wl,...,vai,...,wT,Yl,...,YS)

- ZA(wl,...,wT,Yl,...,Lva,...,Ys)
k=1

fir w',..., 0" €V'M, Y1,...,Y, € VM.

SATZ. Die Lie—Ableitung Lv : T, M — T M ist linear und gentigt der Pro-
duktregel

Lv(fA) = (Lvf)A + fLvA.

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition.

Die Koordinatendarstellung beziiglich eines Koordinatensystems (U, x) ergibt
sich mit der Koordinatendarstellung V = v79; [UA]:

Lvf = v9;f fiir Funktionen f,

LyX = (v9;¢" —0,0°¢7) 0 fiir Vektorfelder X = £°0;
Lyw = (vjﬁjak + 8kvjaj) dz* fiir 1-Formen w = axdz”,
LyvA = (’Ujajaik + 81"Ujajk + 8k’l}jaij) dz' @ dz®

fiir 2-Formen A = a;rdz’ ® dz” .
Insbesondere gilt

Lyvo; = faw’“ak, Lydz' = Opvida®.

(b) Wir beschreiben die Lie-Ableitung Ly mit Hilfe des von V' erzeugten Flus-
ses ®. Da dieser nach 3.2 (b) auf einer offenen Menge D(V) C R x M de-
finiert ist, gibt es zu jedem Punkt p € M eine Umgebung W, C M und ein
e >0mit |—e,e[ x W, C D(V). Somit sind die lokalen Flussabbildungen
P, : W, — M fiir |t| < e erklirt und liefern wegen ®_; 0 @, = $y =1
Diffeomorphismen.

Fiir einen kontravarianten Tensor A € TPM (s > 1) definieren wir den mit
®, zuriickgeholten Tensor ®;A € T°M durch

(PA)(Y1,...,Ys) = A(d®(Y1),...,dD:(Ys))
fir Y1,...,Ys € VM. (Zur Definition der Differentiale siehe 2.3.)
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SaTz. (1) Fir ein Vektorfeld X € VM gilt

.1 .
(LyX)p = lim = (d®(Xawp) = Xp)  fir p€ M.

(2) Fir einen kovarianten Tensor A€ TPM mit s > 1 gilt
1
LvA = lim = (®;A - A);
t—0 ¢

dies ist im Fall s = 2 zu lesen als

(LyA)y = lim =+ (@7A)(X,, ;) — Ay(X;. ;)

fir X, Y € VM und pe M.
Fiir den BEWEIS verweisen wir auf [56] IV.7, [68] Prop 1.58, Prop.9.21.

5% Differentialformen

Der Kalkiil der Differentialformen, eingefithrt um 1900 von BURALI-FORTI und
E. CARTAN, verallgemeinert die Operationen der Vektoranalysis (Kreuzprodukt,
Rotation, Divergenz) in systematischer Form und erlaubt damit eine iibersichtli-
che Formulierung der Integralsiitze in jeder Dimension. Da Differentialformen in
diesem Band keine wichtige Rolle spielen, beschranken wir uns auf eine knappe
Darstellung und verweisen fiir die Beweise auf die Literatur, insbesondere auf
[64] §2, §3, [127] §19-21, [80] 2.3, 2.5.

5.1 AuBere Algebra

(a) Die Permutationen von A, = {1,2,...,n}, d.h. die Bijektionen o : A, —
A,, bilden beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe S, mit n!
Elementen. Unter einer Transposition 7 € S, werden nur zwei Elemente von
A, vertauscht (n > 2). Jede Permutation o € S, ldsst sich auf verschiedene
Weise als Produkt o = 71 0--- o7, von Transpositionen darstellen; fiir jede
solche Darstellung hat das Signum (Vorzeichen) von o

sign o = (—1)"

denselben Wert. Im Fall sign 0 = 1 heifit o gerade, sonst ungerade. Es gilt
sign (o1 0 02) = sign o1 - sign o2 fiir 01,02 € Sy,

und fiir jede n x n-Matrix A = (a;) ist

det A = Z sign 0 Qig(1) " -+ Qno(n)
oESn

siehe [126] 4.1, 4.2.
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(b) Sei V ein n—dimensionaler Vektorraum und r = 0, 1,.... Wir nennen eine
r—-Form ¢ € ®SV = L(V",R) mit r > 2 alternierend, wenn sie beim
Vertauschen zweier Argumente das Vorzeichen wechselt, oder dquivalent hierzu,
wenn

E(Wo(1)s -+ -+ Vo(r)) = signo-&(vi,...,v.)

fir alle v1,...,v, € V und o € S, gilt. Die Gesamtheit /\T V der alternierenden
r—Formen ist ein Teilraum von ®? V', wir setzen noch

AoV = R, AV = L(VVR) = V*.

Fur € e /\T V, ne /\S V mit r;s > 1 erkldren wir das Dachprodukt oder
duBere Produkt (engl. wedge product) £ An € /\HS V' durch

EAmvr,...vrts)

1 .
el Z sign 0 - £(Va(1)s -+ -, Vo(r)) - N(Vo(rt1)s - - > Vo(rts))
: P o€Srgs
= Z Sigl’l o 6(”0(1)7 s 77)0(7')) ! n(va(7'+1)a s aUU(T'Jrs)) .
€S s

o(1)< - <o(r)
o(r+1)<---<o(r+s)

Im Fall » = 0 setzen wir £ An:=£-n und fiir s = 0 entsprechend &An:=n-&.
Fiir r = s =1 ist also

(EAm)(v1,v2) = &(v1) - n(v2) — &(v2) - n(v1),
und fiir » = 2, s = 1 ergibt sich

(EAM)(v1,v2,03) = §(v1,v2) - n(vs) = &(v1,v3) - N(v2) +&§(v2, v3) - (V1) -
Hieraus folgt fiir £1,&2,&3 € /\1 V, vi,v2,v3 €V

(&1 A€o AN E3)(v1,ve,v3) = det(&i(v)).

Rechenregeln fiir das Dachprodukt.

Das Dachprodukt /\T V x /\5 V — /\TJrs Vst

(i) bilinear und

(ii) antikommutativ: nAE = (—=1)"" & An.

(iii) Es gilt das Assoziativgesetz: Fiir n; € /\” V (i=1,2,3) ist

(mAn)Anzs = mA(m2Ans).
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Daher diirfen wir bei Dachprodukten aus mehreren Faktoren die Klammern
weglassen.

Allgemein gilt fiir & € /\1 V, eV (G,k=1,...,1)
(& A A& (o1, ..., vr) = det(&i(vr)) -
Den BEWEIS der Rechenregeln und des folgenden Satzes finden Sie in [56] V,6.
(c) Sarz. (i) dimA V= (:) .
Insbesondere gilt N\ 'V ={0} fir r>n.

(ii) Fiir 2 <r < n und jedes Paar vi,...,vn;vL,...,v" dualer Basen von V
und V™ bilden die r—Formen

VA AV mit i < <y
eine Basis fir \ V. Jedes € € /\r V' besitzt die Basisdarstellung

£ = Z iy oriy VLA - AU mit
i< <

Qiq iy = f(vil,. .. ,’UiT) .

(iii) Haben ¢ € /\T V,ne /\S V' mit r,s > 1 die Basisdarstellungen

— i1 %
& = Z Qiyooiy. Vi Ao AU
i< <
_ J1 J
n = Z bjl"'js Vx /\“'/\’U*?,
J1<<js
so st
_ i1 i 1 j
EAN = >0 iy Uiy VA AVE AU A AET
i< <
J1<<Js

5.2 Differentialformen

(a) Sei M eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit und » = 0, 1,.... Eine (alter-
nierende) Differentialform vom Grad r, kurz r—Form auf M ist ein Ten-
sorfeld w € 7.°M mit w|p € A\, TpM fir jedes p € M. Die Gesamtheit der

r—Formen bezeichnen wir mit ¢,-M; es ist also YoM = FM und 91 M = V* M.
Wie bei Tensorfeldern schreiben wir fiir w € ¢, M, X1,..., X, € VM mit r > 1

p)'

w(Xi1,...,X,) fir die Funktion p+— w\p (lep e X
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Ist (U,z) ein Koordinatensystem von M so hat eine r—Form w € 9, M (oder
w € 9,;U) fir r > 2 nach 5.1 (c) und 3.3 (c) die lokale Basisdarstellung

() w = S iy, de't Ao Adzt
i1 <<y
mit den Koeffizientenfunktionen ai,..., = w(diy,...,0,.) € FU.

(b) Wir fithren die duflere Ableitung dw von w € ¥, M mit Hilfe eines Atlas
ein: Ist (U, z) eine Karte und hat w in U die Darstellung (x), so setzen wir

dv = dyw = Z dai,...i,, N\ dz" Ao Adxtr

i1 <<
() n . .
Z Z Ok @iy - i, dz® Adz A - A datr ;

1< <ip k=1

hierbei haben wir fiir die Koeffizientenfunktionen f = a;,...;, die lokale Basis-
darstellung df = Z@kfdazk verwendet, vgl. 3.3 (c).
k=1

SATZ. Diese Definition liefert eine Sequenz von Operatoren
dr : M — 91 M, wr— dw (r=0,...,n—=1),

die eindeutig durch die folgenden Bedingungen festgelegt sind:

(1) dr ist linear.

(2) df =dof ist das Differential von Funktionen f € YoM = FM,

(3) d(dw) =0 fir wed.M,r=0,1,... (Poincaré—Relation),

(4) d(wAo) = (dw)Ao+(—1)"wAdo fir w € 9, M, o € 9sM (Produktregel).
Beispiele werden in (c) gegeben.

Der BEWEIS besteht in zwei Schritten. Zunéchst wird gezeigt, dass aus (xx) die

Eigenschaften (1)—(4) folgen. Dann wird fiir die Operatoren mit den Eigenschaf-
ten (1)—(4) Folgendes gezeigt:

(i) d wirkt lokal, d.h. dw]p ist fiir p € M, w € 9,.M schon bestimmt durch die
Werte von w in einer Umgebung U von p:

w1 =ws auf U = dw1|p:dW2|p,

(ii) fiir jedes Koordinatensystem (U,z) von M hat dw notwendigerweise die
Gestalt (xx).

Zum Nachweis von (i) setzen wir w := w; — wz und wihlen gemif 1.5 (d) eine
Buckelfunktion f € FM mit supp f C U und f = 1 in einer kleineren Umge-
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bung von p. Dann gilt df, =0 und f Aw = f-w =0, vgl. 5.1(c). Aus (i) und
der Produktregel (4) folgt

0 =dfhnw=Uf)Nw+ fAdw = ([df)Nw+ [-dw,
insbesondere ergibt sich an der Stelle p

dw|p = f(p) - dw|p = —dfp /\w|p =0,
somit dwl‘ = dc@‘ .

P P

Den Nachweis von (ii) stellen wir als unter Beachtung von

dd' =0 und d(dz"* A---Adz'")=0.
Fiir den vollstindigen Beweis verweisen wir auf [64] §3-2, [80] 2.5.

(c) Spezialfille. Fiir n = 3, insbesondere fiir M = R?, ergeben sich folgende
Darstellungen von dw beziiglich eines Koordinatensystems z = (z!, 22, z%).

3
(1) Fir fedoM=FM ist df = 0ifda’.

=1

3 .
(2) Fir we M =V'M mit w= > a;dz’ ist

i=1

3 3 3
dw = > da; ANdx' = D3 Okas dz® A dx’
i=1

i=1k=1

(82a3 — 830,2) dz? A dz® + ((930,1 — Blag) dz® A dzt
+ (Braz — Bza1) dz* A da?;

die Koeffizienten von dw stimmen mit denen der Rotation des Vektorfelds

(a1,a2,a3) in kartesischen Koordinaten iiberein.

(3) Fir w= Z air dz' Adz® =: by dz? Adz® + by dz® A dxt + bs det Adz? aus
i<k

92 M folgt mit (2) und der Gleichung (3) von (b)

dw = dby dz? A da® + dbs dx® A dat + dbs dzt A da?

3 3
= 3 Opbida® Ada® Ada® + Y Opbada® A da® A dat
k=1 k=1

3
+ 37 Okbs da® Ada' A da?
k=1

= (811)1 + Oaby + 831)3) dat A dx? A dz? .
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Der Koeffizient von dw ist also die Divergenz des Vektorfeldes (b1,b2,b3) in
kartesischen Koordinaten.

AUFGABE. Zeigen Sie die invariante Darstellung der dufleren Ableitung dw fiir
w € 9 M:

(dw)(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) - w(X,Y]) firalle X,Y € VM.

5.3 Das Poincaré—Lemma

Eine Differentialform w € ¥,4+1M heifit geschlossen, wenn dw =0 gilt und
exakt, wenn es eine Differentialform 6 € ¥, M gibt mit w = df. Die Poincaré—
Relationen ddf = 0 besagen, dass jede exakte Form geschlossen ist. Diesen
Relationen entsprechen in der Vektoranalysis die Beziehungen rot VU = 0 und
divrotv=0 (Bd.1, §24:7.2, vgl. 5.2(c)). Rotationsfreie Vektorfelder besitzen
lokale Potentiale (Bd. 1, §24:5.5, 7.3). Dies wird verallgemeinert durch das

Poincaré—Lemma. Jede geschlossene (r + 1)-Form w € .11 M st lokal
exakt, d.h. zu jedem Punkt p € M gibt es eine Umgebung U C M wund eine
r—Form 0 € ¢, U mit

w = df auf U.

Diese lokalen r—Formen lassen sich i.A. nicht zu einer r—Form auf ganz M ver-
kleben. Moglich ist dies, falls M einfach zusammenhéngend ist, d.h. wenn sich
jede geschlossene Kurve in M stetig auf einen Punkt zusammenziehen lésst.

Der BEWEIS des Poincaré—Lemmas besteht in der Ubertragung des Konstruktion
von Potentialen fiir Vektorfelder mit Integrabilitétsbedingung auf sternférmigen
Gebieten in Bd. 1, §24:5.5; Niheres in [80] 2.5.1.

5.4 Zuriickholen von Differentialformen

Sei ¢: M — N eine C*—differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkei-
ten M, N. Dann ist fiir jede Differentialform w € 9, N die mit ¢ zuriickgeholte
Form ¢*w € 9.M (auch pull back von w genannt) definiert durch

(@), (01, svn) = w|, o (dp(01), - dp(vr)
fur vi,...,vr € T,M, p € M im Fall r > 1 und durch
¢'w = wo¢ imFall r=0.

Hierbei ist d¢, das in 2.2 definierte Differential dey, : Ty M — Ty N.
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Eigenschaften des pull back. Die Abbildung ¢* : 9, N — 9. M hat die
folgenden Eigenschaften:

(1) ¢"(fw+go)=fo'w+g¢ o (FM-Linearitit),
(2) ¢"(wAo)=(¢*w) A (¢*0) (Vertriglichkeit mit dem Dachprodukt),
(3) ¢*(dw) = d(¢*w) (Vertriglichkeit mit der duferen Ableitung).

Sind (U, z) = (U,z',...,2™), (V,y) = (V,y',...,y™) Koordinatensysteme von
M bzw. N, so hat die zurﬁckgeholte Form die Basisdarstellung [UA]:

n o n
=2 Z a;
i=1 k=1

ofir w €N mit w= Y a;dy’.
k=1

Fir w € 92N mit w=)_ ai; dy* Ady’ gilt unter Verwendung der Abkiirzung
i<j
S = 0(y" 0 $)/0k
¢'w = Y (aio¢)d(y o) Ad(y' o ¢)
i<j
S Y (ai 0 ¢) Si S) da® A da’
i<j k=1

> Y (aij 0 9)(SiS] — SiSY) da® A dat .

i<j k<l

Fiir w € 9, N mit w = ady' A--- A dy™ erhalten wir im Fall m =n

¢*'w = (ao¢)-|S|dz" A--- Adax";
hierbei ist |S| = det(S}) die Jacobi-Determinante der Abbildung yo¢oz™"
FoLGERUNG. Hat eine n-Form w € ¥, M auf einer n-dimensionalen Mannig-

faltigkeit M die lokalen Basisdarstellungen beziiglich zweier iiberlappender Ko-
ordinatensysteme (U, z) und (V,y),

w = adz' A---Adz" = bdy' A---Ady" in UNV,

so gilt das Transformationsgesetz

(A ) : o',y Ay’
(6) =1 a(zt,...,z") mit a(z!,...,z") det oxk | -

Dies ergibt sich aus der lokalen Basisdarstellung von ¢*w fiir w € ¢, M fiir den
Spezialfall M = N, ¢ = 1 durch Koeffizientenvergleich

adz' Ao ANda" = w = ¢*(bdy' A+ Ady™)

_ a(yl”yn) 1 n
= 7{3(%1,...@") bdx™ A--- Ndz".
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5.5 Integrale von Differentialformen

(a) Sei M eine orientierte n—dimensionale Mannigfaltigkeit und w eine n—Form
auf M. Wir erkldren das Integral von w iiber eine kompakte Menge K C M
durch

Jw = [ (aoz™")(u)du' - du™,

falls K durch ein positiv orientiertes Koordinatensystem (U, z) von M iiberdeckt
wird und w die Basisdarstellung w = adz! A--- Adz™ in U besitzt. Hierbei
lassen wir auch stetige Koeffizientenfunktionen a zu und definieren das Integral
von |w|:= |a|dz' A--- Adx™ iiber K entsprechend.

Im allgemeinen Fall ldsst sich K durch endlich viele positiv orientierte Koordina-
tensysteme (Ui, 1), ..., (Umn,Zm) iiberdecken. Dann gibt es eine zugehorige
Zerlegung der Eins, d.h. Funktionen ¢1,...,0m € FM mit 0 < ¢; < 1,

supp ¢; C U; fir j=1,...,m und > ¢; =1 auf K. Dies ergibt sich mit
j=1
Hilfe von 1.5 (d) wie in Bd. 2, §10:3.5. Das Integral
fw = Z f Yjw.
K

J=1 KnU;

ist unabhéngig von der Wahl der Koordinatensysteme. Dies ergibt sich ganz
analog wie in Bd. 2, §11:2.1 unter Beachtung der Koordinateninvarianz

[ (aczH(u)du'---du" = [ oy H(v)dv'---dv™,

z(KNUNV) y(KNUNV)
falls w die Basisdarstellungen
w = adz' A---Adz" = bdy' A Ady" in UNV

beziiglich zweier positiv orientierter Karten (U, z), (V,y) mit KNUNV # 0
besitzt. Diese wiederum ergibt sich wie folgt.

Mit h:=yoz~!, J:=det(d:h*) >0 gilt nach 5.4 (%)
(aoz™M(u) = (boz ')(u)-J(u) fir uezx(UNV)cCR"

woraus mit dem Transformationssatz fiir Integrale Bd. 1, §23:8.1 unter Beach-
tung von x =h oy und z ' =y loh folgt

(@ox™ ) (u)du' - - du™
z(KNUNV)

= [ GoeaHw-J)|du'---du" =
s(KNUNV)
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— [ oy oh)(u) |J(w)|du' - du"
h~loy(KNUNV)

[ oy h(v)dv'---dv™.

y(KNUNV)

SATZ. Fiur das Integral von w € 9,M dber eine kompakte Menge K C M
gilt

f(a1w1—|—a2w2) = a1 fw1 +a2fw2,
K K K

wobei fir wi,ws € 9, M, a1,a2 € R die Linearkombination aiwi + asws punkt-
weise gebildet wird.

(b) Nach 1.3 (f) gibt es einen abzéhlbaren Atlas {(U;,x;) | ¢ € N}, wobei die
U, kompakt sind. Nach eventueller Umorientierung der Karten x; diirfen wir
diese als positiv orientiert annehmen. Wir setzen Vi := UiU---UUy. Dann
bilden die gemi8 (a) definierten Integrale ka |w| eine aufsteigende Folge reeller

Zahlen. Ist diese beschrinkt, so heift w € ¥, M iiber M integrierbar, und wir
definieren

w:= lim |w.

SATZ. Integrierbarkeit und Integral sind wohldefiniert, d.h. unabhdngig vom
gewahlten Atlas. Das Integral ist linear und monoton.

Zum BEWEIS siehe [80] 2.5.4.

5.6 Der Integralsatz von Stokes

Sei M eine n—dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit n > 2. Ein Gebiet
D C M heiit glatt berandet, wenn der Rand 9D eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M ist. Wir geben 9D eine Orientierung, indem wir
einen Atlas von M, bestehend aus positiv orientierten angepassten Karten (U, x)
mit

DNU = {qeU| (-1)"z"(¢q) > 0}

auswihlen und auf 9D einschrinken, vgl. 1.4 (a).

SATZ. Seien D C M ein glatt berandetes Gebiet mit kompaktem Abschluss
und w € V1 M. Dann gilt

fdw = fi*w,
D aD
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wobei i*w die mit der FEinbettung i: 0D — M, p+— p zurickgeholte Form w
1st.
Fiir die rechte Seite wird meist f w ge-

schrieben. Der Satz bleibt gl'iltiag[,) wenn
der Rand 0D singuldre Punkte (Kan-
ten, Ecken) aufweist. Dies ist z.B. von
Interesse fiir ein Flussrohrenstiick

D = ®(]0,T[xS),

das als Bild einer (n—1)-dimensionalen

Scheibe S unter dem Fluss ® eines Vek-

torfelds entsteht. Hierbei besteht 0D

aus den beiden Deckeln S und St =

P (S) sowie den Mantel bildenden In- S
tegralkurven (Fig.).

Der allgemeine Stokessche Satz enthélt die Integralsitze der Vektoranalysis als
Spezialfille. Fiir die Beweise siehe [53] §72, 7.2B, 7.3.
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89 Lorentz— und Riemann—Mannigfaltigkeiten

In diesem Paragraphen behandeln wir die wichtigsten Grundbegriffe der Geo-
metrie auf abstrakten Mannigfaltigkeiten: kovariante Ableitungen von Vektor—
und Tensorfeldern, Kriimmungstensoren, Parallelismus und Geodé&tische. Vor-
kenntnisse hierfiir sind Mannigfaltigkeiten und Tensoren (Abschnitte 1-4 von
§8). Wer es eilig hat, kann sich zunéchst mit den Unterabschnitten 1.1, 1.4, 1.5,
2.1, 3.1, 3.2, 4.1-4.4 von §8 begniigen.

Die Differentialgeometrie von Flichen im R?® wird im Folgenden nicht voraus-
gesetzt, jedoch bietet sie eine Vorerfahrung, welche den Zugang zu diesem Pa-
ragraphen erleichtert.

1 Minkowski—Riume

1.1 Das Minkowski—Skalarprodukt

(a) Eine quadratische Form (also eine symmetrische Bilinearform) g auf einem
endlichdimensionalen IR—Vektorraum V heifit nicht entartet, wenn die lineare
Abbildung

V= V' u e gy )
injektiv ist:
Aus g(u,v) =0 firalle veV folgt u=0
bzw.
zu jedem u # 0 gibt esein v € V mit g(u,v) #0.

Wegen dimV* =dimV (§8:3.3) ist fiir eine nichtentartete quadratische Form
die Abbildung u — g(u, -) sogar ein Isomorphismus zwischen V und V*.

Jede positiv definite quadratische Form ist nicht entartet, denn zu jedem wu # 0
gibt esein v € V mit g(u,v) # 0, ndmlich v =w.

Zeigen Sie, dass eine quadratische Form genau dann nicht entartet ist,
wenn fiir eine (und damit jede) Basis v1,...,v, von V gilt

det(gix) Z0 mit g = g(vi,vg).

Der Index einer quadratischen Form g ist die maximale Dimension von Teil-
rdumen W C V, auf denen g negativ definit ist (g(u,u) < 0 fiir v € W\ {0}).

(b) Unter einem Minkowski—-Raum verstehen wir einen Vektorraum V' der
Dimension n > 2 zusammen mit einer nichtentarteten quadratischen Form g
vom Index 1.
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Diese nennen wir Minkowski—Skalarprodukt oder — in Abdnderung unse-
rer bisherigen Sprechweise — einfach Skalarprodukt und schreiben meistens
(u,v) fir g(u,v).

Wir setzen ||ul| := /|{u,u)| und nennen jeden Vektor w € V' mit [jul] =1
einen Einheitsvektor. Mit dem Symbol (-, -) {ibernehmen wir auch die
Bezeichnungen

ulwv <= (u,v) =0 (Orthogonalitét),

ut = {v€V|uLlv} (Orthogonalraum).

(c) DEFINITION (MINKOWSKI 1908).
Ein Vektor u eines Minkowski—-Raumes heifit

zeitartig, wenn  (u,u) <0,
lichtartig, wenn (u,u) =0 und u #0,

raumartig, wenn (u,u) >0 oder u=0.

Ein nicht raumartiger (also zeit— oder lichtartiger) Vektor wird kausal genannt,
lichtartige Vektoren heilen auch Nullvektoren.

Ein Teilraum W C V wird raumartig genannt, wenn alle Vektoren v € W
raumartig sind, d.h. wenn das Skalarprodukt auf W positiv definit ist.

SATZ. Fiir jeden zeitartigen Einheitsvektor u eines n—dimensionalen Minkows-

ki-Raumes V (also (u,u) = —1) ist der Orthogonalraum u™ ein (n — 1)~dimen-
sionaler raumartiger Teilraum mit
V = Rudu"

(Ru := Span {u}).

Jeder Vektor v € V besitzt also eine
eindeutig bestimmte Zerlegung

v = L u+7
mit v° € R, ¥€u’, dabeiist
() v° = —(u,v), T=v+ (u,v)u,

(ii) (v,0) = =% + |7,

Mit der Zerlegung w = w°u + & folgt

—

(iii) (v, w) = —v°w® + (T, ).
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BEWEIs.
(1) ut ist raumartig. Sei v € ut, v # 0. Wegen (u,v) = 0 sind u,v linear
unabhiingig. Wir zeigen (v,v) > 0. Wegen

(su+ tv, su+tv) = s*(u,u) + 2st{u,v) +t>(v,v) = —s° 4+ t*(v,0)

scheidet der Fall (v,v) < 0 aus, denn dann wire das Skalarprodukt negativ
definit auf dem zweidimensionalen Teilraum Span {u,v} im Widerspruch zu
Index g =1. Auch die Annahme (v,v) =0 fiithrt zum Widerspruch: Wegen
der Nichtentartung gibt es ein v1 € V' mit (v,v1) # 0. Fiir va := v1 4 (v1,u)u
gilt dann w2 € ut und (v,vs) = (v,v1) # 0. Damit ist v’ := v + tvs € ut
fir t€ R und

(W', 0"y = (v, v) + 2t{v, v2) + t? (v2,v2) = 2t{v,v2) + t2<U2,U2) <0

fiir passende Wahl von ¢ wegen (v,v2) # 0, was wie oben zum Widerspruch
fiihrt.

(2) Fir veV gilt v=—(u,v)u+7 mit 7:=v+ (y,v)u L u. Umgekehrt
folgt aus v=su+w mit seR, wlu

(u,v) = —s, also w=v+ (u,v)u="7,
15]1* = (v, 0) + 2(u, v)* + (w,0)*|Jul* = [|o]* + (u, ).

Die Formel (iii) ist leicht einzusehen [TA].

(3) Nach (1) entsteht aus jeder Basis von u’ durch Hinzunahme von u eine

Basis von V. Es folgt dimut =n — 1. O
(d) FOLGERUNG. Jeder zeitartige Einheitsvektor ey ((eo,e0) = —1) eines n—
dimensionalen Minkowski—Raumes V' lisst sich zu einer Basis (eg,...,en—1)
von V mit

-1 fir i=k=0,
(eirer) = ik = 1 fir i=k>0,
0 fir i#k

erginzen. Jede solche Basis heifit eine Orthonormalbasis (ONB) von V.

Denn eg ist, versehen mit (-, ), ein Skalarproduktraum, besitzt also nach
Bd.1, §19:3.2 eine Basis (e1,...,en—1) mit (e;,ex) =0 (i,k=1,...,n—1).
Hat w € V beziiglich der ONB (eg,...,en—1) die Darstellung

n—1
u =) e,
=0
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so gilt €% = —(eo,u), & = (e;,u) fir i=1,...,n—1, und mit der Basisdar-

n—1
stellung v =3 nter ergibt sich
k=0

n—1 X n-1
(u,v) = Y mak'n® = ="+ Y &'
=1

i,k=0

BEMERKUNG. Mit Bezug auf die auftretenden Vorzeichen sprechen wir von
der Signatur (—+---+). Manche Autoren betrachten —(-,-) statt (-, -),
die betreffende Signatur ist dann (4 —---—). Spéter verwenden wir fiir die
Minkowski-Réume die Signatur (4 ---+ —).

(e) Die natiirliche Topologie eines Minkowski—Raums. Jeder n—dimen-
sionale Minkowski—-Raum V ist eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit: Nach
Wahl einer ONB (eg,...,en—1) ist die lineare Abbildung

n—1
z:V-R", u= Zﬁiei — (507-‘-75"71)
i=0

eine ganz V erfassende Karte, vgl. §8:1.2(b). Fiir die natiirliche Topologie

von V (§8:1.3) ist die Konvergenz v, — v fiir k& — oo #quivalent zur

Konvergenz z(v) = lim z(vx) im R"™ und damit zur Konvergenz der Koordi-
k—o0

naten (e;,v) = lim (e;,vx) (i =0,...,n—1). Bsfolgt [[v||*> = lim |jug|?
k— o0 k—o0
(u,v) = klim (u,vg) und klim |[v — vi|| = 0; aus der letzten Beziehung folgt

aber nicht v = lim vy [0A].
k— o0

1.2 Zeitkegel

(a) Mit Z:={u € V| (uyu) <0} o
bezeichnen wir die Menge aller zeitarti- zeitartig
gen Vektoren eines Minkowski-Raums lichtartig
V. Fir u € Z heifit

Z(u) :={v e Z| (u,v) <0}

der u enthaltende Zeitkegel.
Die Kegeleigenschaft bedeutet, dass fiir raumartig
U1, V2 € Z(U), t1,ta > O mit t1+t2 >0
auch t1v1 + tave in Z(u) liegt.
Fiir jeden zeitartigen Vektor u € V
gilt
Z=Z(u)UZ(-u),
Zw)NZ(—u)=0.
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Dies folgt aus 1.1(c), denn fiir u € Z, v € V gilt

(u,v) =0 <= v=7 <= (v,v) >0.

LEMMA. Zwei zeitartige Vektoren v,w € V liegen genau dann im gleichen
Zeitkegel, wenn (v, w) < 0.

BEWEIs.

Sei v € Z(u) und 0.B.d.A. |lu]| =1. Nach Satz 1.1 (c) gilt
v=0"u+7 mit v°=—(u,v) >0 und Teu,
17* = %" + (v,0) < "

sowie fiir die entsprechende Zerlegung w = w®u + @ von Vektoren w € Z

(5 (ww) = ="+ @@, 7] <[], 0’ =—(wu).

Da ¢,% raumartig sind, gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
0,0
.

(@ @) < (19 ld] < [o°] - [w°] = o°-fw

Hieraus folgt mit (x)

—° (wo + \w0|) < (wyw) < ° (\w0| —wo) , also

we Zu) <= w=—(w,u) >0 <= w’ =’ = (v,w)<0. O
(b) Mit 1.1 (c) ergibt sich [TA]

{ueV](uu =0} = 9Z.

1.3 Weitere Besonderheiten der Minkowski—Geometrie

(a) Die zeitartige Cauchy—Schwarz—Ungleichung und die zeitartige
Dreiecks—Ungleichung. Fiir zeitartige Vektoren w,v € V' gilt

@) Nw, o) = flull -]l
(i) flul| + v < |lu+wv| @m Fall (u,v) <O0.
In beiden Fillen tritt Gleichheit genau dann ein, wenn u und v linear abhdngig

sind.

BEWEIS als [0A]. Nehmen Sie in (i) 0.B.d.A. |lu|| = 1 an und verwenden Sie
den Satz 1.1 (c). (ii) folgt unmittelbar aus (i).

(b) Ist u €V lichtartig, (u,u) =0 und u # 0, so liegt v im Orthogonalraum
ut (der auch hier die Dimension n — 1 hat); Ru und v spannen in diesem Fall
also nicht den ganzen Raum V' auf.
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(c) Ist w € V lichtartig, so gibt es nach 1.2 (b) eine Folge zeitartiger Vektoren

up mit u = klim ug. Fiir jede solche Folge ergibt sich aus der Zerlegung
uw = —(ug,u)up + vy eine gegen u konvergierende Folge (vi) mit vy € up fiir

ke IN ([04], siehe 1.1 (e)).

(d) AurGAaBE. Konstruieren Sie fiir einen vierdimensionalen Minkowski-Raum
mit Hilfe einer Orthonormalbasis eine Basis w1,...,us mit

(us,u;) = 1 fir i=1,2, (ui,u2) =0,
(ug,up) = 0 fir k=3,4, (us,us)=—-1,

(ui,ug) = 0 fir 1 =1,2 und k=3,4.

2 Lorentz— und Riemann—Mannigfaltigkeiten

2.1 Definitionen und Bezeichnungen

Wir betrachten eine n—-dimensionale Mannigfaltigkeit M, auf der ein (0,2)-
Tensorfeld g definiert ist: Jedem p € M ist eine Bilinearform g, auf dem Tan-
gentialraum 7}, M zugeordnet, und fiir jedes Paar von Vektorfeldern X,Y € VM
ist p— g,(Xp,Yp) eine C*~Funktion auf M, vgl. §8:4.4.

Das Paar (M,g) heifit Lorentz—Mannigfaltigkeit mit der Lorentz—Metrik
g, wenn g, an jeder Stelle p € M ein Minkowski—Skalarprodukt auf T}, M liefert.
Ist g, fiir jeden Punkt p € M positiv definit, so heifit (M,g) eine Riemann—
Mannigfaltigkeit mit Riemann—Metrik g.

Riemann—Mannigfaltigkeiten werden auch mit M™, Lorentz—Mannigfaltigkeiten
mit M" 1! bezeichnet. Koordinatensysteme fiir letztere schreiben wir in diesem
Paragraphen in der Form z = (2',...,2™); die zeitartige Koordinate ist hierbei
x™, d.h. es gilt g(0n,0n) < 0. In §10 und §11 verwenden wir wie in 1.1 die
Darstellung = = (avo7 .. .7:B"71), wobei 2° die zeitartige Koordinate ist.

In beiden Féllen schreiben wir meistens (-, -) statt g und (-, ), statt g,.
Damit ist fiir Vektorfelder X,Y € VM die Funktion

<X7Y>:M‘>IR7 pH<XP7YP>p

C*—differenzierbar auf M. Mit den zu einer Karte (U,z) gehorigen lokalen
Basisfeldern 0; = % erhalten wir die Koeffizienten der Metrik g

ik = (0,0) = pr=gik(p) = (Dilp Oklp), = &, (Filp) Oklp) -

Haben die Vektorfelder X,Y € VM auf U die lokalen Basisdarstellungen
X =¢€0;, Y =n'0x (wir verwenden die Summationskonvention §8:4.2), so
folgt

() (X,)Y) = (£€0,0 %) = 0" 0:,0k) = gin&'n".
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Eine andere Schreibweise fiir (x) ist
(%) g8 = gir dz' @ da® |

denn nach der Definition des Tensorprodukts §8:4.1(d) und wegen dz'(9;) =
05 (88:3.3(c)) gilt

gi da’ © da" (9, 00) = gur. dx*(9;) - dx* (00) = gixd;6; = gie = 8(0;, ) -
Eine weniger prézise, aber hiufig verwendete Schreibweise fiir (x) und (x%) ist
ds? = ik dxt dz® .

Dieser liegt im Riemannschen Fall die Vorstellung zu Grunde, dass das ,,Linien-
element“ ds den Abstand zweier infinitesimal benachbarter Punkte mit den
Koordinaten (z',...,z") und (z'+dz',...,2" + dz™) misst. Fiir Lorentz—
Mannigfaltigkeiten wird diese Symbolik iibernommen.

Nach Voraussetzung ist die Minkowski-Metrik g, fiir kein p € M entartet, und
dies bedeutet nach 1.1, dass fiir jede Karte (U, x) die zugehérige Koeffizienten-
matrix (gix(p)) fiir p € U invertierbar ist. Die Inverse

(6"@) = (gar(p) "

ist symmetrisch, und nach der Cramerschen Regel gilt ¢** € FU. Dasselbe
gilt fiir die positiv definite Matrix (gix(p)) der Riemann—Metrik beziiglich
(U,z). Wie wir in 3.1 zeigen, ermdglicht allein die Nichtentartung der Metrik
die Einfithrung der kovarianten Ableitung. Aus diesem Grund lassen sich die
geometrischen Grundkonzepte fiir Riemann— und Lorentz—Mannigfaltigkeiten,
Kriimmung und Parallelverschiebung, gemeinsam entwickeln.

2.2 Zeitorientierte Lorentz—Mannigfaltigkeiten

(a) Nach 1.2 enthiilt jeder Tangentialraum T, M einer Lorentz—Mannigfaltigkeit
M genau zwei Zeitkegel; fiir zeitartige Vektoren u € T, M bezeichne Z,(u) den
u enthaltenden Zeitkegel. Wir wollen auf stetige Weise in jedem Tangential-
raum einen Zeitkegel auszeichnen. Hierzu nennen wir eine zusammenhéangende
Lorentz—Mannigfaltigkeit M zeitorientierbar, wenn es auf M ein zeitartiges
Vektorfeld Z gibt, d.h. ein Vektorfeld mit (Z,,Z,) <0 fir p € M.

Wiéhlen wir fiir eine zeitorientierbare Lorentz—Mannigfaltigkeit ein solches Vek-
torfeld Z aus, so ist fiir jedes p € M der Z, enthaltende Zeitkegel

II;L = ZP(ZP) = {u € TPM | <U7 u) < 07 <uaZP> < O}
nach dem Lemma 1.2 ausgezeichnet und damit auch dessen Abschluf} in T, M,

J; = Z,(Zp) = {ueTpM | (u,u) <0, (u,Zp) <0}.
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Wir nennen die Kegelschar {J,7 | p € M} eine Zeitorientierung von M und
M eine zeitorientierte Lorentz—Mannigfaltigkeit. Die Vektoren u # 0 in
J& werden zukunftsgerichtet genannt.

(b) Fir uweLf, ve JF\{0} gilt (u,v)<O.

Denn u € Ip+ ist zeitartig, und fiir 0 # v € J;' = T; gibt es Vektoren vy, € I;' mit
v = lim vg. Nach Lemma 1.2 gilt (u, vx) < 0 und (vg,vx) < 0, und nach 1.1 (b)

— 00

folgt (u,v) = klirn (u,vk) <0, (v,v) = klim (vk, vk) < 0. Wire (u,v) = 0, so

wire v nach Satz 1.1 (¢) raumartig, also (v, v) > 0 wegen v # 0 im Widerspruch
zu (v, v) < 0.

2.3 Beispiele von Riemann— und Lorentz—Mannigfaltigkeiten

(a) Jede Fliche M C R®, versehen mit dem auf die Tangentialriume ToM
eingeschrinkten Skalarprodukt des R3, ist eine zweidimensionale Riemann—
Mannigfaltigkeit.

(b) Jeder n—dimensionale Minkowski-Raum V kann als n—dimensionale Lo-
rentz—Mannigfaltigkeit aufgefasst werden: Nach Wahl einer Basis (u1,...,un)
erhalten wir eine ganz V erfassende Karte = = (z',...,2") durch die Koordi-
naten z" beziiglich dieser Basis. Nach §8:2.1(d) liefert

ip: V=TV, visv,:=a&0) mit oft)=p+tv

einen natiirlichen Isomorphismus zwischen V und 7,V fiir p € V.
Das Minkowski-Skalarprodukt (-, -) induziert durch

(up, vp>p = (u,v)
ein Minkowski-Skalarprodukt (-, -) = auf 7,,V; hiermit sind je zwei Tangenti-
alrdume durch eine Isometrie miteinander verbunden.

Nach §8:2.2 sind die Basisfelder 0 gegeben durch 0Og|p, = ip(ur). Fiir die
Koeffizienten der Lorentz—Metrik ergibt sich somit

9ik(p) = (Dilp, Dilp) | = (ui, ur).

Eine Zeitorientierung von V erhalten
wir durch Auszeichnung eines zeitarti- X X X
gen Vektors z € V, Fortsetzung zu dem

zeitartigen Vektorfeld p — Z, :=i,(z) X X X

und Auszeichnung der Zeitkegel Z,(Z).
Der vierdimensionale Minkowski—Raum

als Lorentz—Mannigfaltigkeit bildet das X X X
Raumzeit—-Modell der speziellen Relati-
vitétstheorie.
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(c) Zahlreiche Modelle von Riemann— und Lorentz—Mannigfaltigkeiten sind wie
die folgenden auf einem Gebiet M des R" gegeben, wobei die Metrik durch ihre
Koeffizienten g; beziiglich der Karte = = 1y : M — R" festgelegt ist. Das
Transformationsgesetz § 8:2.1 (c) fiir die lokalen Basisfelder erlaubt die Berech-
nung der metrischen Koeffizienten beziiglich jedes anderen Koordinatensystems.

(d) So ist die obere Halbebene H? = {(z,y) | y > 0}, versehen mit der Metrik

dz? + dy?
Y2

5
, alsomit gi(z,y) = L;
Yy

ds® =
beziiglich des Koordinatensystems (z,y) — (z,y) eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, genannt die Poincaré—Halbebene. Diese liefert ein Modell der
nichteuklidischen Geometrie, in welcher das Parallelaxiom verletzt ist, siehe [51]
IV.12.6.

<

(e) Versehen wir die z,y-Ebene R?
mit einer Lorentz—Metrik, welche die | |
nebenstehend skizzierten Zeitkegel be- [>‘<] y AN [>‘<]
sitzt, und wickeln wir diese durch Iden- \
tifikation der Geraden {z = 7} und |
{x = —7m} zu einem Zylinder auf, |
so entsteht eine nicht zeitorientierbare -7 | T
|
|
|
|

Lorentz—Mannigfaltigkeit.

Die Lorentz—Metrik ldsst sich durch NN
ds® = cosz(x dx —y dy)* + 2sin x dx dy | [><]
realisieren . : :

(f) Die Halbebene M = {(r,t) | r > 2m} (m > 0 eine Konstante), versehen
mit der Metrik

-1
ds2:(172—m) dr27(172—m) di?
T T

also mit den Koeffizienten

ta

ist beziiglich der Karte (r,t) — (r,t)
eine zweidimensionale Lorentz—Man-
nigfaltigkeit, genannt Schwarzschild—
Halbebene.

mo () 11X x
— a
g2 = g21 = 0 2mi X X >
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2.4 Metrische Aquivalenz von Tensoren

(a) Sei M eine Lorentz— oder Riemann—Mannigfaltigkeit und p € M. Fiir den
Vektor u € T, M definieren wir den Kovektor u, € T,; M durch

up v — (u,v).

Da die Metrik in beiden Féllen nicht entartet (vgl. 1.1), ist
wr— up : Tp,M — Ty M

ein Isomorphismus. Dessen Umkehrung bezeichnen wir mit
0}—>Uu:T;M—>TpM.

Fir c € TyM ist u= o* € T,M der Vektor mit o =wu,, d.h.

(*) o) = wk) = (uv) = (" v) fir veT,M.

Durch punktweise Anwendung der ,,musikalischen* Operationen b und f erhalten
wir, wie anschlieBend gezeigt wird, eine Zuordnung von Vektorfeldern zu 1-
Formen und umgekehrt:

X—X,: VM —-V'M bzw. wi—wh VM — VM.

Wir sprechen von metrischer Aquivalenz von Vektorfeldern und 1-Formen.

Die Differenzierbarkeit von X, bzw. w* ergibt sich aus den Koordinatendarstel-
lungen

X =£9 = X, = &da*® mit & = g &',
()

w = ardz’ = Wt = a*9; mit ' = gikak.

Die Operation b bewirkt also in der Koordinatendarstellung das Senken von
Indizes mit Hilfe der g;x, und § bewirkt das Heben von Indizes mit Hilfe der

Zum Nachweis von (*%) betrachten wir eine 1-Form w € V*M. Nach §8:3.3(c)
gilt

w=apde® mit ap =w(@) e FM (k=1,...,n).
Wegen wh € T,M fiir jedes p € M gilt nach §8:2.1(b)

W = d'o;
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a’ = a’(p). Aus (x) folgt

ar = w(0) = <wn,8k> = <ai<9i,3k> = Gik a', also
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ki ki ‘ i
g ar = g qgrka = a .
Da die ¢** nach 2.1 differenzierbar sind, gilt dies auch fiir die a’. Entsprechend
folgt aus den Darstellungen X = £'9; mit & € FM und X, = & da® mit
o =X,, o' =X die Gleichung &, = g &, aus der sich die Differenzierbarkeit
von X, ergibt.

(b) Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f € FM ist definiert als
das Vektorfeld Vf € VM, welches mit dem Differential df € V*M (§8:3.3(c))
durch die Operation § verbunden ist, Vf = (df)y, also nach (x)

(Vf,X) = df(X) firalle X € VM.

Aus df = 0;f dz* ergibt sich mit (x*) die Koordinatendarstellung des Gradi-
enten:
w df 0

Ozt dxk

Vf = g% 0ifor = g

(c) Nach §8:4.4 ldsst sich ein Tensor A € 7'M auffassen als FM—Multiline-
arform

A:(V'M)" x (VM)® — FM,
p = AP(W1|p:-~~:WT|an1‘p7~--7XS|p)~

Aus einem symmetrischen Tensor A € T2 M erhalten wir metrisch #quiva-
lente Tensoren A* € TP M, A¥ ¢ 72M durch die Vorschriften

AYo,Y) = A(c'Y) = A(Y,o%) fir c€V'M, Y € VM,
A¥(w,0) = AW, o?) fiir w,o€ VM.
Nach §8:4.4(c) gibt es Koordinatendarstellungen
A = aikdxi@)dxk, A = ai&-@dl’k, APt — a* 89, @ O .
Wie sich unmittelbar aus (x*) ergibt, sind diese verbunden durch
i g ik ij ke
ar = g7 Qjk, a =99 aje.

Die Operation A +— C(A), die jedem symmetrischen (0,2)-Tensor A den
Tensor Cf(A*) zuordnet, heifft metrische Kontraktion; hierbei bedeutet C1
die Kontraktion von (1,1)-Tensoren, vgl. §8:4.3. Hiernach gilt

C(A) = af = g™aun fir A = agds’ ®@dz".

(d) Allgemein ergibt sich aus einem Tensor A € 7] M ein metrisch dquiva-
lenter Tensor, indem in A(w',...,w",X1,...,X,) ein Argument X; durch o*
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bzw. ein Argument w® durch X, ersetzt wird. In der Koordinatendarstellung
bedeutet dies Heben eines Index mit Hilfe der g** bzw. Senken eines Index mit
Hilfe der g;k.

3 Kovariante Ableitung und Kriimmung

3.1 Kovariante Ableitung von Vektorfeldern und Parallelismus

(a) Sei M eine Lorentz— oder Riemann—Mannigfaltigkeit. Unser Ziel ist es, die
Ableitung D,Y eines Vektorfelds Y € VM in Richtung eines Vektors v € Tp M
zu definieren.

Im Fall M =R" ist das moglich durch die Definition
.t
D,Y := lim - (1Y (p+ tv) = Y(p)) -

Hierbei bedeutet [|:Y (p + tv) den aus
Y (p 4+ tv) durch Parallelverschiebung
entstehenden Vektor.

FEine dquivalente Definition ist

DY = lim 1 (Y (a() = Y ().

wobei nun ¢t — «(t) eine Kurve mit
a(0) = p und &(0) = v ist (Figur).

Die Ubertragung dieser Definition auf eine Mannigfaltigkeit M erfordert einen
Parallelitétsbegriff zwischen den Tangentialrdumen T,y M und T, M fiir || <
1. Ein solcher Parallelitédtsbegriff 14sst sich fiir Lorentz— und Riemann—-Mannig-
faltigkeiten als isometrische Abbildung ||: : ToyM — TpM einfithren und
ermoglicht die Festlegung der Richtungsableitung durch die letzte Gleichung.
Dieses Vorgehen erweist sich jedoch als schwerfillig in der Handhabung. Leich-
ter ist die Durchfithrung des Programms in der umgekehrten Reihenfolge:

— Kennzeichnung eines Ableitungsoperators DxY durch Rechenregeln,
— Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit dieses Operators,

— Konstruktion des Parallelismus zwischen Tangentialrdumen.

(b) Unter einem Ableitungsoperator fiir Vektorfelder auf M verstehen wir
eine Abbildung

X,Y — DxY, VM xVM — VM
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mit folgenden Rechenregeln:

(1) X +— DxY ist FM-linear fiir jedes Y € VM,

(2) Y — DxY ist linear fiir jedes X € VM,

(3) Dx(fY)=(Dxf)Y + f(DxY) (Produktregel);

hierbei haben wir aus Griinden der einheitlichen Notation Dx f fiir die Rich-
tungsableitung X f geschrieben, vgl. §8:3.1(b). Fiir den Begriff FM-linear
verweisen wir auf §8:4.4 (b). Wegen der Produktregel (3) geniigt es, statt der
Linearitdt (2) die Additivitdit Dx(Y + Z) = DxY 4+ DxZ zu fordern.

SATZ. Es gibt genau einen Ableitungsoperator fir Vektorfelder auf M mit den
zusdtzlichen Eigenschaften

(4) Dz(X,Y)=(DzX,Y)+ (X,DY) fir X,Y,Z € VM

(Skalarproduktregel),
(5) DxY —DyX =[X,Y] fir X, Y € VM (Symmetrie);
hierbei ist [+, -] die Lie-Klammer, vgl. §8:3.2.

Der hierdurch ausgezeichnete Ableitungsoperator D wird kovariante Ablei-
tung oder Levi—Civita—Zusammenhang genannt. Die Verbindung zum Be-
griff der kovarianten Ableitung in der Flichentheorie (§7:4.1) wird in (c) mit
Hilfe der Koordinatendarstellung hergestellt.

BEWEIS.

(i) PEindeutigkeit. Hat D die Eigenschaften (4), (5), so gilt nach Definition von
Dxf

= —(DzX,)Y)—(X,DzY)+(DxZ,Y)+ (Z,DxY)
+ (DyX,Z)+(X,DyZ)
= (DxZ — DzX,Y)+ (DyZ — DzY,X) + (DxY + Dy X, Z)

D (X, 20, Y) + (Y, 2], X) + (Y, X], Z) + 2(DxY, Z) ,

also mit der Schiefsymmetrie der Lie-Klammer (§8:3.2 (a))
2ADxY,Z) = — Z(X,Y)+ X(Z,Y) + Y (X, Z)

Diese fiir alle Z € VM bestehende Koszul-Formel legt das Vektorfeld DxY
eindeutig fest, da das Skalarprodukt nicht entartet ist.
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(ii) Euwistenz der kovarianten Ableitung. Wir fixieren X,Y € VM und bezeich-
nen fir Z € VM die rechte Seite der Koszul-Formel mit w(Z). Die Abbildung
VM — FM, Z — w(Z) ist F M-linear: Fiir den Nachweis von w(fZ) = fw(Z)
fuir f € FM beachten wir, dass bei der Ersetzung von Z durch fZ in der rech-
ten Seite der Koszul-Formel Ableitungen X f, Y f produziert werden, diese sich
aber wegheben. Fiir den zweiten und vierten Term ergibt sich ndmlich nach der
Produktregel

X(f2,Y) = X(H(2,Y)) = (X[)UZ,Y)+[X(2,Y),

(fz,X1,Y) = (f2(X) - X(f2),Y)
(f2(X) - (Xf)Z2 - 1X(2),Y)

_(Xf)<Z7 Y> + f<[Z7 X]7Y>;

entsprechend heben sich in der Summe des dritten und fiinften Terms die Ab-
leitungen Y f weg.

Damit ist w: VM — FM nach §8:4.4(b) eine 1-Form. Wir bezeichnen mit
2DxY € VM das metrisch #quivalente Vektorfeld w®; fiir dieses gilt also fiir
alle Z € VM

2(DxY,Z) = <wu, Z> = w(Z) = rechte Seite der Koszul-Formel .

Das hierdurch definierte Feld DxY hat die Eigenschaften (1)—(5). Dies ergibt
sich durch Rechnungen nach dem eben vorgefiihrten Muster [UA]. o

(¢) Wir wiederholen die Argumente des Beweises in der Sprache der Koordi-
naten. Sei D ein Levi—Civita—Zusammenhang, und seien 0i,...,0, die lokalen
Basisfelder eines Koordinatensystems von M. Fiir D; := Dy, besteht die lokale
Basisdarstellung

D0 = I',0;

mit Koeffizientenfunktionen ng auf der Koordinatenumgebung.
Fiir Vektorfelder X = £%0;, Y =1n"0x ergibt sich die Darstellung

('-38) DxY = & (0’ +T90") 0,
denn mit den Rechenregeln (1), (2), (3) folgt
DxY = DgpY = £DiY = £Di(n*o)
€ (D)o +n*Didk) = € ((0:m*)0k + n*T7%,.8))
= & (0m’ +T4n*) 0.
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Die Skalarproduktregel (4) liefert mit T'jep := gngfk
(4" 959k = Tjir + Djrs,

denn es gilt

0;(0i,0k) = (D;0i,0k) + (0s, D;Ok)
(T5:00,0k ) + (0, T54.00)

T4igek + 5.9 = Tiei+Tjie = Tjir + Djni -

059k

Die Bedingung (5) fithrt auf die Symmetriebedingungen
(5) T, =T und Tur = T,
denn es gilt [9;,0kx] =0 nach der Folgerung in §8:3.2(a), also folgt aus (5)
0 = Didx — Di0i — [0i,04] = 10,0, =T9,0; = (T, —T%,)0;.
Aus (4") und (5') ergibt sich nun
—0eGik + 0igers + Okgie = —Leire — Lei + Uiek + Dike + Thie + Dioes

= 2T, also

. . 1 .
(6') TI = ¢‘Tin = 5 9" (=Ougir + Oiger + Ongir)

was zusammen mit (1'—3’) die eindeutige Bestimmtheit des Levi-Civita—Zu-
sammenhangs durch die Metrik bedeutet.

Zum Nachweis der Existenz des Levi-Civita—Zusammenhangs definieren wir fiir
X,Y € VM und jedes Koordinatensystem (U, z) von M

(DxY)w,s) durch (1'-3) und (6').

Hierdurch ist in eindeutiger Weise ein Vektorfeld auf M definiert, d.h. fiir tiber-
lappende Koordinatensysteme (U, ), (V,y) gilt (DxY)w,e) = (DxY)(v,y) auf
U NYV. Dies beruht auf dem folgenden Transformationsgesetz zwischen den Ko-
effizienten g;r, ka beziiglich « und g, Ty beziiglich y:

; —c Oy Oy’ %y© A’
y V-
() T = (Fab Oxt dzk  Oxidxk ) Oye auf UNV;

dieses beruht wiederum auf der Transformationsformel
o 8ya 8yb
(#%)  gir = Gab 507 Dk auf UNV,
vgl. §8:4.4 (c). Die Verifikation dieser Formeln und der Nachweis der Rechen-

regeln (1)—(5) ist eine FleiBarbeit und sei den Lesern iiberlassen; fiir Details
verweisen wir auf [56] VIL.3.
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Die Koeffizienten I';r und I‘Zk der kovarianten Ableitung heiflen Christoffel—
Symbole erster und zweiter Art, vgl. §7:4.1. Die heute verbreitete in-
variante Schreibweise der kovarianten Ableitung geht auf KoszuL zuriick (um
1950); durch sie wird der Kalkiil der Differentialgeometrie iibersichtlicher als
durch Koordinatenrechnung.

3.2 Kovariante Ableitung von Tensoren

(a) Die fiir Funktionen und Vektorfelder definierte kovariante Ableitung D x
setzen wir auf Tensorfelder fort. Hierbei verfahren wir vollig analog zur Einfiih-
rung der Lie—Ableitung in §8:4.5% wobei nur das Symbol Ly durch Dx zu
ersetzen ist. Fiir 1-Formen w € V*M schreiben wir fiir den Moment w-Y statt
w(Y) und verlangen die Giiltigkeit der Produktregel, symbolisch geschrieben als
Dx(w-Y)=Dxw- Y +w-DxY. Kehren wir zur iiblichen Schreibweise zuriick
und beachten wir, dass definitionsgemé Dxf = Xf fir f € FM gilt, so
fithrt dies auf die Definition von Dxw € V*M durch

(i) (DOxw)(Y) = Xw(Y)—w(DxY) fir weV'M, YeEVM.

Fiir Tensoren A € 7,”M liefert die Produktregel, zundchst formal angewandt
auf

Aw' WYY statt AW, w0, Y.L Y0,
nach Riickkehr zur iiblichen Schreibweise

(DxA) (W', ..., 0", Y1,...,Yy) = X(AW?', ..., 0", Y1,...,Y))
(i) —ZA(w17.4.7wai,...,wr,Yl,..4,Ys)

=1

=S AW, .., w1, ., Dx Y, .., YY)

k=1

fir w',...,w" €V*M, Y1,...,Y, € VM.

SATZ. Fir X € VM und A€ T/ M gt DxA €T/ M.

Ferner gelten folgende Rechenregeln:

(@) X +— DxA ist FM-linear,

(B) A+ DxA st linear,

(v)  Dx(fA) = (Dxf)A+ fDxA (Produktregel).

Verifizieren Sie die Aussage Dx A € 7'M und die Rechengregeln exempla-
risch fiir zwei Tensortypen, z.B. fiir 1-Formen w € 7°M und (1,2)-Tensoren.
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(b) Das kovariante Differential eines Tensors A € 7] M ist der Tensor

(DA (W', ..., 0" Y1,...,Y, X) == (DxA)(w',...,w",Y1,...,Ys)

fir wl,...,0" € VM, Y1,...,Y,, X € VM.

Fiir ein Vektorfeld Y, aufgefasst als (1,0)-Tensorfeld w +— w(Y'), ergibt sich
demnach DY (w,X) =w(DxY).

(¢) Koordinatendarstellung der kovarianten Ableitung. Es sei (U, x)
ein Koordinatensystem von M mit den Basisfeldern 0h,...,0, € VM und
det,...,dz™ € V' M.

Ist A ein (r, s)-Tensor und X ein Vektorfeld mit der Basisdarstellung X = "0y,
so gilt wegen der F M—Linearitét der kovarianten Ableitung im ersten Argument

DxA = Dy A = "Dy, A = £"DyA,

wobei wir Dy, fiir Dy, schreiben. Es reicht also, die Koordinatendarstellung von
Dy A zu bestimmen. Hat A die Koeffizienten
altir = A(davil7 e ,dmi",ajl ooy 050),

J1--Js

so bezeichnen wir die Koeffizienten von Dy A mit

Vhaiﬂl”'i-r = (DhA)(dx“,.,.,da:”,ajl,...,ajs).

G1--ds
1oy

1odsiht

Wir erldutern die Berechnung dieser Ableitungen an einigen wichtigen Spezi-
alfillen und kommen dann nochmals auf die Bezeichnungsweise zuriick. Aus-
gangspunkt sind die Relationen

Andere gebriuchliche Schreibweisen hierfiir sind a}ll"";’" jn und a;
s

(i) r, = L g7 (—=0vgir + Biger + Okgic)
iii
Dy0; = F};j&v und Dypdz* = ff};jdmj.

Die ersten beiden gelten nach 3.1 (c). Die dritte ergibt sich unter Beachtung von
dz"(95) = 0; aus der Definition (i):

0]

(Drdz')(0;) L Ox(da(8;)) — da’ (Dkd;) = Ok} — da’ (TL,00)

—Féjdxi(al) = —Fij&f} = - 23

BEISPIELE.
1) Fiir Funktionen f € FM =T0M gilt
g

Vhf = Onf.
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(2) Fiir Vektorfelder Y € VM = T¢' M mit Koeffizienten 7 gilt nach 3.1 (c)
thi = 8h77i + F;Lj nj .
(3) Fiir 1-Formen w € V*M = 7.’ M mit den Koeffizienten a; ergibt sich
Vha; = Onaj — Pijai,
denn nach den Rechenregeln (3), () gilt
Dnw = Dy(ajds?) = Dpa;da? + a;Dy da?
= Opajdr? — ;T da’ = (ahaj — ail"ij) da? .
(4) Fiir eine 2-Form A € TQO mit den Koeffizienten a;x gilt
Vhaie = Onai — I, aju — Ty aij .
Denn mit a;, = A(9;,0k) ergibt sich nach (ii) und (iii)
Vhair = (DrA)(05,0k) = On(A(0s,0k)) — A(Dr0i, 0r) — A(0i, Dp0Ok)
= Onaix — A(1},;0;,0) — A(0:,17,.0;)
Onask — T, A(95, 0k) — T A, 0y)

= Opaix — F;”.ajk — F{Lkaij .
(5) Fiir einen (1,1)-Tensor A mit den Koeffizienten a} gilt

Vha§ = aha; + F@kaf — F}ﬁjai .
Denn mit a} = A(dz’,0;) ergibt sich nach (ii) und (iii)
Viay = (DnA)(dz', ;)

8h(A(dCCi, aj)) - A(Dh dwi, 8]) - A(dCCZ7 Dhaj)

= Opal — A(-T},. dz*,0;) — A(dz*,T},;0k)
= Ona} + T, A(dz",8;) — T}, A(dz’, Oy)
= Bha§ + T, af — Fﬁj at .

(6) Fiir einen (2,0)-Tensor A mit Koeffizienten a** gilt

Vha'® = Oha' +T;0°" +Tpja” .
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Denn mit a* = A(dz?, dz"*) ergibt sich nach (ii) und (iii)

Vha* = (DnA)(dx, dz*)

O (A(dz', dz*)) — A(Dpda®, de*) — A(da®, Dy,da")
= Oha™ — A(-T},,da’, da") — A(dz’, —T'} ;dz?)
= Oha™ + T, A(da’, dz*) + T'}; A(da’, da”)
= Oha™ +Tj,;a’" +T},a"
(7) Fiir einen (1,3)-Tensor A mit Koeffizienten a};, ergibt sich
Viaiee = Onajne + Thimjke — Thyamie — Dhic@ime — The@im -

(d) Die Bezeichnung Vha ’f ist mit Bedacht in einer ambivalenten Bedeu-

tung gewihlt. Wie die Belsplele (2)—(7) zeigen, hiingt dieser Ausdruck von allen
Koeffizienten a; des Tensors A ab, Vj, ist also im Unterschied zur partiellen

Ableitung On kein auf den Koeffizienten ait 7 wirkender Operator. Trotzdem

kann die suggestive Symbolik V}, als Operator fiir den Koordinatenkalkiil der
kovarianten Ableitung geniitzt werden, weil fiir V}, stets die Produktregel giiltig
ist. Beispielsweise gilt fiir die Koeffizienten a®*, by, von Tensoren A € TE¢M
B e TP M die Produktregel

() Vh(aikbkf) = Viabre + a* Vibie .

(Vh, soll stets nur auf den néchstfolgenden Term wirken.)

Denn fiir die linke Seite ergibt sich aus (5) nach Umindizierung
Vi(a™®bre) = On(abre) + Ty’ bre — T7 0™ by,
und fiir die rechte Seite gilt nach (6) und (4)
Vha*bre + aFVibre = (0na’™ +Tj,;07* + TF;a7) bre
a’™ (Onbre — T9bje — T9,bis) -

Da sich im letzten Ausdruck der dritte und fiinfte Term wegheben, folgt die
Ubereinstimmung beider Seiten.

In diesem Koordinatenkalkiil ist es bequem, den Ausdruck
vio= gt

im gleichen symbolischen Sinn wie Vj, als Ableitungsoperator zu verwenden.
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Hiermit schreibt sich z.B. der in 2.3 (b) eingefiihrte Gradient als
Vi = g*oifo. = Vo,
und mit dem nachfolgenden Lemma sowie der Produktregel (x) folgt
ViV = g™V = Vi(g"Vi) = ViV
(e) Ricci-Lemma. Mit den Bezeichnungen (c) gilt
Vhgir = 0, thik =0 wund thik =0, thik = 0.
BEWEIS.
Mit der Formel (4) in (c) und der Produktregel (4") in 3.1 ergibt sich
Vigik = Ongix — T, g5k — T3, gij
= Thit + Thri — Fiigjk - P{lkgij
= 9iiThy, + 96 Thi — Thigik — Tipgis = 0.
Weiter gilt nach der Formel (5) in (c)
Vid; = On6j + Thydf —Thor = Th; —Th,; = 0.
Mit der Produktregel () in (d) folgt aus 5; = gikgkj

0 = Wid; = Vag™gr; + 9" Vigr; = g Vg™ + 9" Vags,

293

fiir alle 4, j, k. Da die Matrix (g;x) invertierbar ist (vgl. 2.1), folgt die Behaup-

tung.

3.3 Divergenz, d’Alembert—Operator und Laplace—-Operator

O

(a) Die Divergenz eines Vektorfelds Y € VM = T8 M ist definiert als die

Spur des kovarianten Differentials DY € 7'M (vgl. 3.2 (b)), also
divy := C{(DY)

mit den Bezeichnungen von §8:4.3.

In Koordinaten ergibt sich mit 3.2 (b) und der Formel (2) in 3.2 (c)

divy = Vin' = o' +Thn'  fir Y =9'0;.
Als weitere Darstellung der Divergenz ergibt sich

divy = L (91'( \g\ni) mit g = det(gix) -

VIl
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Denn aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt mit Hilfe der Matrix der
Adjunkten die Gleichung 8g/dg;x = g - ¢°* ([04], vgl. Bd. 1, §17:2.5, 3.4).
Dabher liefern die Kettenregel und die Skalarproduktregel 3.1 (4")

99 99 gt

R R 99" (Tiji+Tag;) = glii + g0 = 29T,
i j

Hieraus folgt fiir Lorentz—Mannigfaltigkeiten (¢ < 0) und Riemann—Mannigfal-
tigkeiten (g > 0)

9 (\/@7]1) = \/@ (kan“r@mi) = 4/|g| divY.

(b) Unter der Divergenz eines (1,1)-Tensors A € 7'M verstehen wir in
Verallgemeinerung von (a) die Spur des kovarianten Differentials DA € T3 M,

divA := C3(DA) € T°’M = V'M,

vgl. 3.2(b), §8:4.3. Die Divergenz einer symmetrischen 2-Form B € T, M,
ist definiert als die Divergenz des metrisch #quivalenten (1, 1)-Tensors B* (vgl.
2.3(c)), also durch

divB := Cs(DB").

In Koordinaten ergibt sich fiir A = ag 05 ® dz' bzw. B = b, dx’ ® dz* nach
3.2(c), (d) und dem Ricci-Lemma

divA = Vjal da*,

divB = Vbl dz' = Vj(¢"bip)dz' = ¢7* Vb da' = Vb da’ .
(¢) Wir definieren den d’Alembert—Operator L auf einer Lorentz—Mannig-
faltigkeit M mit Hilfe des in 2.3 (b) erklédrten Gradienten durch

Uf = Qef == divVf fir fe FM

und den Laplace—Beltrami—Operator A auf einer Riemann—Mannigfaltigkeit
M durch

Af = Agf = divVf fir feFM.

Beide Operatoren besitzen nach (a), 2.3 (b) und 3.2 (d) die Koordinatendarstel-

lungen

Vi = VNS = g (0i0kf ~T10if) = —= 0i (Vlgl 9" Ouf) -

VIl

Eine Funktion f € FM mit Agf =0 wird harmonisch genannt.
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3.4 Der Kriimmungstensor

(a) RIEMANN untersuchte die Frage, unter welchen Bedingungen es um jeden
Punkt p einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ein Koordinatensystem (V,y)
gibt mit

gik = 5ik auf V.

(Ein solches Koordinatensystem nennen wir euklidisch.) Er stellte Integra-
bilitdtsbedingungen auf, die fiir die Existenz euklidischer Koordinatensysteme
notwendig und hinreichend sind (Preisschrift fir die Berliner Akademie 1861).
Diese haben in jedem Koordinatensystem (U, z) von M die Form

() Riy = 05 — i + Tl — Tilj = 0.

Wir zeigen in (b), dass die Rj,; die Koeffizienten eines (1,3)-Tensors sind,
welcher der Riemannsche Kriimmungstensor genannt wird. Verschwindet
dieser an einer Stelle p € M nicht, so liegen also nahe p keine euklidischen
MafBverhéltnisse auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit M vor; wir nennen
dann M an der Stelle p gekriimmt.

Bei Flichen im R?® geht nach dem Theorema egregium §7:4.2 (b) der Kriim-
mungstensor in die Gauf3sche Kriimmung ein; letztere bestimmt in anschaulicher
Weise die lokale Gestalt von Flichen, vgl. §7:3.2(b).

Wir empfehlen den Lesern, die nachfolgende Beweisskizze bei der ersten Lektiire
zu iibergehen.

Zum Nachweis, dass (I) notwendig fiir die Existenz eines euklidischen Koordi-
natensystems ist, fixieren wir einen Punkt p € M und betrachten zwei Koordi-
natensysteme um p,

1
(U,z) mit Koeffizienten g, I'}, = §gﬂ (—0egir + Oiger + Ok gic) ,

. . _ =c 1_. _ _ _
(Viy) mit Koeffizienten 7, Top = 59 (~0aGus + 0aTus + 0T

Aus den Transformationsregeln (x) und (*x) in 3.1 (c) folgt

pe O _ e Oyt Oy M
W gt ® 9zi Gk Ozt Ozr

Ist (V,y) euklidisch, also G,, = dq = const. auf V' und damit To, =0, so folgt

Py
Ozt Ox* ‘

oy°
k 5t auf U.
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Fiir die Koeffizienten ¢§ := 0y°/ 027 der Jacobi-Matrix der Koordinatentrans-
formation ¢ =yoax ! gilt also
Bigi. = Tindf.

Dies diirfen wir als Gleichungen auf z(U) C R" auffassen, vgl. §8:1.5. Durch
Ableiten nach z’ folgt unter nochmaliger Verwendung dieser Gleichungen und
nach Vertauschung von ¢ mit h

0;0idy, = 0; (ka‘ﬁ) = O;1%, ¢§ + T4 0,05
= 0T3¢5 + i heds, = (ajrfk + F?kFﬁ-h) oy
und wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen
0 = 9:0;¢y, — 0;0ip5, = (@‘Fﬁk - 8jrfk + F?krfh - F?krﬁh) & -

Da die Jacobi-Matrix (¢§) invertierbar ist, folgt als notwendige Bedingung fiir
die Existenz von euklidischen Koordinatensystemen um jeden Punkt p € M das
Verschwinden der Ausdriicke Rf;ij fiir jedes Koordinatensystem (U, z) von M,
d.h. die Integrabilitdtsbedingung (I).

Der Beweis der Umkehrung erfolgt im Wesentlichen in umgekehrter Reihenfolge.
Wir skizzieren hier nur die einzelnen Schritte.
— Wabhl eines Koordinatensystems (U, z) um p € M mit g;;(p) = dix.

— Losung der Anfangswertprobleme fiir Funktionen ¢§ auf z(U) C R"
digi. = Tindi,  ¢i(p) = o

Die Existenz einer eindeutig bestimmten Losung (¢f,...,¢5) in einer
Umgebung U C R™ von xz(p) ergibt sich nach Bd.2, §7:4.

— Bestimmung von Stammfunktionen ¢° fiir das Feld (¢f,...,¢5) auf der
entsprechend verkleinerten Umgebung U; die Bedingung 0x¢§ = 9;¢5, folgt
aus I'¢; =T% und der eindeutigen Losbarkeit der Anfangswertprobleme.

— Einfiihrung eines Koordinatensystems (V,y) durch V = ¢o(U), y:=pox
mit Hilfe von ¢ = (o',...,o").

— Nachweis der Gleichungen T, = 0, e, = 0 fiir die zu (V,y) gehérigen
Koeffizienten, woraus wegen g,,(p) = dqp dann g,, = dap in V folgt.

(b) Fiir eine Lorentz— oder Riemann-Mannigfaltigkeit M definieren wir die
Abbildung

Rm: VM xVM xVM — VM
mit Hilfe der kovarianten Ableitung 3.1 und der Lie-Klammer § 8:3.2 durch
Rm(X,Y)Z = DnyZ — DyDXz — D[ny]Z fur X, Y,Z c VM
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SATz. Die Abbildung Rm ist FM—linear in jedem der drei Argqumente, und
durch

Rm(w,Z,X,Y) := w(Rm(X,Y)Z) fir weV'M, XY, Z e VM

ist ein (1,3)-Tensor gegeben.
Mit Bezug auf die Isomorphie L(V3, V) = L(V* x V3 R) = ®; V' und die

Erorterungen in §8:4.4 (b) fassen wir Rm und Rm als verschiedene Ausprégun-
gen eines Tensors auf, bezeichnet als Riemannscher Kriimmungstensor.

Die Schreibweise Rm(X,Y)Z an Stelle von Rm(X,Y,Z) soll die schiefsym-
metrische Abhéngigkeit von den Argumenten X und Y betonen.

Vor dem Beweis des Satzes zeigen wir, dass Rm und Rm dieselben Koeffizienten

besitzen und geben diese an. Die Koeffizienten Riij von Rm und Rﬁij von Rm

beziiglich eines Koordinatensystems (U, z) sind definiert durch
Rm(8:,0;)0, = Ri;00,  Rm = Riy0®de* @ de’ @ da?
vgl. §8:4.1(b) und 4.4 (c). Wir zeigen, dass
Riy; = Riyy = 0L, — 8,0 + T, — DTS,
wobei nach 3.1 (c) (6")

Ui, = = ¢ (=0egir + Diger + Ougie) -

N =

Die Gleichheit der Koeffizienten von Rm und Rm folgt aus
RY, = Rm(da’,0y,0;,0;) = da'(Rm(;,0,)0) = da'(R};;0n)
= RZijdxz(ah) = Rﬁiﬁﬁ = Riij'

Wir schreiben im Folgenden wie in 3.1 D; abkiirzend fiir Dy, (Wirkung immer
nur auf den néchstfolgenden Term) und erinnern an D;f = 9;f fir f € FM,
sowie D;0r =T, 0;. Damit ergibt sich

D;iD;0y = Di(D;0x) = Di(I'%,0:) = DiT'5.0¢ + ', D0,
= 05,00 + D5 T50n = (015, +ThT5,)
und unter Beachtung von [9;,0x] =0 (vgl. §8:3.2(a))
Rp;;00 = Rm(0;,0;)0x = DiD;O, — D;D;Ok

= (8irﬁk — ;T + T3 Th, — F?ka-h) O .
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BEMERKUNG. In der Literatur wird weder das Vorzeichen des Kriimmungsten-
sors noch die Bezeichnung der Koeffizienten einheitlich gehandhabt.

BEWEIS des Satzes.

Die Multilinearitéit von Rm ist klar. Zum Nachweis der Beziehung
Rm(fX,Y)Z = fRm(X,Y)Z fir X,Y,Z € VM, fe€FM

beachten wir, dass nach der Produktregel fiir Vektorfelder §8:3.1

(X, Y] = (FX)Y =Y(fX) = fXY - (V)X - fYX

XY= (YHX

gilt und nach den Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung in 3.1 (b)
DyDixZ = Dy(fDx%Z) = (Dyf)DxZ + fDyDxZ.
Hiermit folgt
Rm(fX,Y)Z = DyxDyZ — DyDyxZ — Diyxv|Z

fDxDyZ — (Dyf)DxZ — f DyDxZ
—fDixvZ+ (Y )DxZ = fRm(X,Y)Z.

Mit der Schiefsymmetrie von Rm in den ersten beiden Argumenten folgt hieraus
Rm(X,fY)Z = fRm(X,Y)Z fix X,Y,Ze€ VM, fe FM.
Der Nachweis von Rm(X,Y)(fZ) = f Rm(X,Y)Z verlduft dhnlich [TA].
Hiernach ist Rm FM-multilinear und liefert deshalb nach §8:4.4(b) einen
(1,3)—Tensor. O
(c) Eine Lorentz— oder Riemann—Mannigfaltigkeit mit einem verschwindenden
Kriimmungstensor wird flach genannt.
Nach (a) besitzt eine Riemann—Mannigfaltigkeit M genau dann um jeden Punkt
p € M ein euklidisches Koordinatensystem (V,y),
gik = Oy in V,

wenn sie flach ist.

Ein Minkowski—Koordinatensystem (V,y) fiir eine Lorentz—Mannigfaltig-
keit M ist gekennzeichnet durch g;x = nix mit Mpn = —1, M = di  flr
i+ k < 2n.

SATZ. Eine Lorentz—Mannigfaltigkeit M besitzt genau dann um jeden Punkt p €

M ein Minkowski—Koordinatensystem (V,y), wenn sie flach ist.
Dies ergibt sich in volliger Analogie zur Argumentation in (a).
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BEMERKUNG. Jeder Minkowski-Raum, geméf 2.3 (a) als Lorentz—Mannigfaltig-
keit aufgefasst, ist flach, ebenso jede Teilmannigfaltigkeit. Eine flache Lorentz—
Mannigfaltigkeit muss aber nicht Teilmenge eines Minkowski—Raums sein.
(d) Identitdten des Kriimmungstensors
(1) Rm(Y,X)Z = —Rm(X,Y)Z
(Schiefsymmetrie in den ersten beiden Argumenten),
(2) RBm(X,Y)Z+ Rm(Y,Z)X + Rm(Z,X)Y = 0
(erste Bianchi—Identitdt),
(Rm(X,Y)Z,W) = —(BRm(X, Y)W, Z)
(Schiefsymmetrie in den letzten beiden Argumenten),
(Rm(X,Y)Z,W) = (Rm(Z,W)X,Y)
(

blockweise Symmetrie),

(5)  (DxRm)(w,W,Y,Z) + (DyRm)(w,W, Z, X) + (DzRm)(w,W, X,Y) = 0
(zweite Bianchi—-Identitit).

In der Koordinatendarstellung schreiben sich diese Identitédten mit der Abkiir-
zung thij = ghéRiij @

(1) Rty = —Riji,

(2) Riij +Rfjk JrRﬁm‘ = 0,

(3")  Rpkij = —Rknij,

(4")  Rpkij = Rijnk,

(5") Vinij"l‘VijLki""Vkanj = 0.
BEWEIS.

(1) folgt aus der Definition und der Schiefsymmetrie der Lie-Klammer.

(2) Aus der Symmetrie der kovarianten Ableitung 3.1 (b) (5) und der Jacobi-
Identitét fiir die Lie-Klammer § 8:3.2 (a) ergibt sich

Rm(X,Y)Z + Rm(Y, Z)X + Rm(Z, X)Y

= Dx(DyZ — D2Y) +4 Dy(DzX — sz) -+ Dz(DXy — DyX)
—D[X’y]Z — D[yyZ]X - D[Zyx]Y

= Dx[Y, Z} + Dy[)(7 Z} -i—Dz[)(7 Y} — D[ny]Z — D[Y,Z]X — D[Z,X]Y

= X2+ [V, [X, 2]+ [, [X, Y]] = 0.
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(3) Wir zeigen (Rm(X,Y)Z,Z) = 0; die Behauptung folgt dann durch Erset-
zen von Z durch Z + W. Aus der Skalarproduktregel 3.1 (b) (4) ergibt sich

Dx<DyZ, Z> = <Dnyz, Z> =+ <DyZ, sz> s
daraus durch Rollentausch und mit Hilfe der Skalarproduktregel

(DxDvyZ —DyDxZ,Z) = Dx{DyZ,Z) — Dy(DxZ,Z)

= iDxDy(Z,Z) — $DyDx(Z,Z) = 3| X,Y|(Z,Z) = <D[X,Y]Z,Z>,

was (Rm(X,Y)Z,Z) =0 bedeutet.

(4) Aus (2) folgt

(Rm(X,Y)Z, W) + (Rm(Y, Z)X, W) + (Rm(Z, X)Y,W) = 0,
(Rm(W,Y)Z, X) + (Rm(Y, Z)W, X) + (Rm(Z, W)Y, X) = 0,
(Rm(X,W)Z,Y) + (Rm(W, Z)X,Y) + (Rm(Z, X)W,Y) = 0,
—(Rm(X, Y)W, Z) — (Rm(Y, W)X, Z) — (Rm(W, X)Y, Z) = 0.

Addition dieser Gleichungen liefert zusammen mit (1) und (3)
2Rm(X,Y)Z,W) — 2(Rm(Z,W)X,Y) = 0.

(5) Zum Nachweis verwenden wir im Vorgriff auf 4.2 (c), dass es um jeden
Punkt p € M eine Karte gibt mit I'/,(p) = 0. Im Punkt p gilt dann (wir
unterdriicken im Folgenden das Argument p):

Riij = &Tf — 0;T%n
und nach 3.2 (c) (7) wegen I/, (p) =0
ViRpi; = OnRpi; = 0k (005, — 0;T%)
woraus folgt
Vi Rfyij + ViRb 5 + Vi R
= (0TS, — 0;T%) + 9:(0,T s, — OkT5s) + 05(0kTS, — 0:T5)
= 0.

Die hiermit abgeleitete Identitiat (ViRpq; + ViRhe + ViRue)(p) = 0 fiir
Normalkoordinaten um p besteht dann auf Grund der Tensoreigenschaft in je-
dem Koordinatensystem und stellt die Koordinatenform der zweiten Bianchi—
Identitat dar. O
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3.5 Ricci—Tensor und Skalarkriimmung

(a) Durch Kontraktion (sieche §8:4.3) entstehen aus dem Kriimmungstensor
weitere Kriimmungsgréfen, der Ricci—-Tensor Rc € T M, definiert durch

Re(X,Y) = (CiRm)(X,Y) fir X,Y € VM,
und die Skalarkriimmung (der Kriimmungsskalar) R € FM mit
R = C(Rc) = Ci(RcY)

(vgl. 2.3).

SATZ. Der Ricci—-Tensor ist eine symmetrische 2—Form,
Re(X,Y) = Re(Y,X) fir X, Y € VM,

und es gilt
div (Rc — $Rg) = 0.

Der Einstein—-Tensor G := Rc— ;Rg, also
G(X,Y) = Re(X,Y) - $R(X,Y) fir X,Y € VM,

ist somit eine symmetrische divergenzfreie 2—Form. Diese spielt in den Feldglei-
chungen der allgemeinen Relativitdtstheorie eine prominente Rolle.

Vor dem Beweis des Satzes geben wir die Koordinatendarstellungen an.

Der Ricci-Tensor besitzt die Koordinatendarstellung Re = Ry dz’ ® de® mit

Rix = R’

ijk 8]'ng - 8"«‘ng + ngrgé - Ffjrie )

denn es gilt nach §8:4.3 und nach (b)
Re(X,Y) = (C3Rm)(X,Y) = Rm(da’, X,8;,Y),

- RI.

ik "

Ri = Re(di,00) = Rm(da’,8,,0;,0,) = R,
Die Skalarkriimmung lautet in der Koordinatendarstellung

R = R, = ¢""Ry, mit R, = ¢"Ry;,

denn der zu Rc metrisch dquivalente (1, 1)-Tensor Rc* besitzt nach 2.3 (c) die
Koeffizienten R} = g]kRik und hat die Spur R = C%(Rcu) = R;.

Der Einstein—Tensor G hat die Koeffizienten

Gi = Rix — %Rgik;
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der metrisch dquivalente (1,1)-Tensor G* hat daher die Koeffizienten
G} = Rl - 3R],

und divG =0 kann nach 3.3 (b) geschrieben werden als
VG = 0 oder V;GI = 0.

BEWEIS des Satzes.

(i) Fiir jedes Vektorfeld Z = ¢"oyn gilt da?(Z) = ¢°*(Z,8s). Denn
da’(Z) = da’ (("0n) = ("o’ (On) = (Mo = ¢,
942,00 = ¢("On,00) = ("¢ gne = ") = ¢

(if) Symmetrie des Ricci-Tensors. Nach (i) gilt
Re(X,Y) = (CARm)(X,Y) = Rm(da’,X,0;,Y)

= dz?(Rm(8;,Y)X) = ¢"*(Rm(9;,Y)X,d).

Hieraus folgt mit Hilfe der Eigenschaften (4), (1), (3) von Rm

R(X,Y) = ¢ “(Rm(8;,Y)X,0) 2 ¢*(Rm(X,00)d;,Y)

CLD 53t (Rm(0r, X)Y,0;) = g% (Rm(d;, X)Y, )

= RV, X).
(iii) Die Divergenzfreiheit des Einstein—Tensors folgt aus der zweiten Bianchi—
Identitét (5) ViRﬁjk + VR, + Vka”-j = 0 durch zweifache Kontraktion
und Verwendung der Rechenregel ¢"*V;(...) = Vu(g"*...). Letztere beruht auf

der Produktregel fiir V¢ und dem Ricci-Lemma 3.2 (e). Unter Beriicksichtigung
von Vi(;;- =0 ergibt sich

0= g"* (ViR + Vi Rii + Vi Rhi;) = 9" (ViRhje — Vi Ry, + VieRj )
hth]k) - ( hthm) + Vi (ghthj)

(9
(9" 9" Ronji) — V5 (9" Rux) + ViR
10

[
ﬁﬁ“

I
Sl

9" Ruers) — ViR+ ViR = Vi (¢"Rly;) — ViR + Vi R}

I
<l

i (9" Rej) — ViR + VikR) = ViRj — V;R+ Vi R}

=2ViR} - V;R = Vi (2R} — R&}) = 2ViGj. O
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(b) AUFGABE. Zeigen Sie
Rekij = geaRpi; = 3 (0i0kgje + 0;00gik — 0;0kgie — 0:0ugjk)
+ Gab (F?kfé’-e - P?kpgl) .

Verwenden Sie die aus dem Ricci-Lemma 3.2 (e) und aus 3.2(c) (6) folgende
Formel

0 = Vig” = 0ig"™ +Tg” + g™
Hieraus ergibt sich unmittelbar
Rij = R}y, = "Ry = 1g™ (aiakgﬂ + 0;0¢gir — 0i0jgre — 3kaegij)

+ gabg™* (T5I5, = THTY,)

3.6 Vom Schmiegkreis zum Kriimmungstensor

GAUSS zeigte 1827 in seiner Fliachentheorie, dass die nach ihm benannte Fléchen-
kriimmung eine Grofle der inneren Geometrie einer Fliche ist, d.h. diese kann
aus Abstands—, Winkel- und Flicheninhaltsmessungen innerhalb der Fléiche be-
stimmt werden (Theorema egregium, § 7:4.2 (b)). Von dem mittels Schmiegkreis
festgelegten Kritmmungsbegriff fiir Kurven im R? fiihrt dabei ein direkter Weg
zur Gauflschen Kriimmung iiber Normalschnitte, zweite Fundamentalform und
Weingarten—Abbildung (§7:3.2).

RIEMANN gab dem Konzept der inneren Geometrie eine rigorose Form, indem er
eine Geometrie auf abstrakten Mannigfaltigkeiten entwarf (,, Uber die Hypothe-
sen, welche der Geometrie zu Grunde liegen®, Habilitationsvortrag Gottingen
1854). Er fiihrte den Kriimmungstensor ein und zeigte, dass die aus diesem abge-
leitete Schnittkriimmung einen zur Gaufischen Kriimmung analogen Ausdruck
liefert (Preisschrift fir die Pariser Akademie 1861). Die Preisschrift wurde nicht
angenommen und erschien erst 1876, 10 Jahre nach RIEMANNs Tod. Seine Ideen
wurden ab 1869 von CHRISTOFFEL, LIPSCHITZ, Ricci, BiaANCHI, LEVI-CIVITA
und anderen zur Riemannschen Geometrie ausgebaut.

EINSTEIN benoétigte fiir die Formulierung seiner Idee, Gravitation als geome-
trische Eigenschaft von Raum und Zeit zu beschreiben, eine Geometrie auf
einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit, die punktweise Minkowski-Raume
als Trager der speziellen Relativitédtstheorie approximiert. Er fand den hierfiir
benoétigten Kalkiil mit Hilfe des Mathematikers GROSSMANN in der Riemann-
schen Geometrie angelegt. Die Ersetzung der positiv definiten Riemannschen
Metrik durch das indefinite Minkowski—Skalarprodukt bereitete keine beson-
dere Schwierigkeiten; die Grundkonzepte der Lorentz—Geometrie waren damit
geschaffen (1913). Fiir die geschichtliche Entwicklung verweisen wir auf [76],
[77], [74], [122].
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4 Parallelverschiebung von Vektorfeldern und Geoditische

4.1 Parallelverschiebung von Vektorfeldern

(a) Wir wenden uns nun dem zu Beginn von Abschnitt 3.1 skizzierten Pro-
gramm zu. Sei M eine Lorentz— oder Riemann—Mannigfaltigkeit und o : I — M
eine Kurve auf M. Unter einem Vektorfeld lings a verstehen wir eine Abbil-
dung

X:t— X(t) mit X(t) € ToyM fir tel
und der Eigenschaft, dass fiir jede Funktion h € FM auch die Funktion
t— X(t)h
C°—differenzierbar ist auf I. Die Gesamtheit aller Vektorfelder ldangs a bezeich-

nen wir mit Va. Fir f,g € FI := C®°() und X,Y € Va gehért auch
FX 4 gY bt FOX(D) + ()Y () zu Va.

BEISPIELE
i) Das Tangentialvektorfeld t+— &(t) € ToyM gehort zu Va (§8:2.2).
(t)
ii) Fiir jedes Vektorfeld X € VM ist t+— X, ein Vektorfeld liangs a.
(t)

SATzZ. Fir jede Kurve o : 1 — M gibt es genau einen Differentialoperator

2:Va—>Va, XHX:%
dt dt

mit folgenden Eigenschaften:
(1)  (aX +0bY) = aX +bY fir X,Y € Va, a,b€ R (Linearitit),
(2) (fX) = fX+fX fir feFI, X eVa (Produktregel),

(38) (Ya)'(t) = Daw)Y fir Y eVM, tel
(Vertrdglichkeit mit der kovarianten Ableitung auf M).

Der Operator D/dt wird die kovariante Ableitung lings a genannt. Es gilt
die Skalarproduktregel

(4) (X,Y) = (X,Y)+(X,Y) fir X,Y € Va.
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BEWEIS.

(i) Eindeutigkeit von D/dt. Es sei D/dt ein Operator mit den Eigenschaften
(1), (2), (3). Beziiglich jeder ein Stiick von « iiberdeckenden Karte (U, z) ergibt
sich dann mit z*(t) := z*((t)) und den Basisdarstellungen

ot) = @' (O0ilaey, X(6) = (Ol
(vgl. §8:2.2) unter Weglassung des Arguments t
() X = (& +T]()i'€") ila,

denn es gilt aufgrund von (1), (2), (3) und von 3.1 (b) (1), 3.1(c)

X = (€ kla) "2 Ol +€50la) Y € 0ula + € Dadh
= &"0kla +&" Dyig,), Okla = E"Ok|a + &5 i Do, Oka
= & la+ € Th(@) ila = (& +T7(0)3'€") Ojla
Somit ist X durch (1), (2), (3) eindeutig bestimmt.

(ii) Ewistenz von D/dt. Auf jedem Teilintervall J C I, fiir welches «(J) durch
ein Koordinatensystem iiberdeckt wird, definieren wir X durch (*) und veri-
fizieren, dass hier die Rechenregeln (1), (2), (3) erfiillt sind [TA]. Wegen der
Eindeutigkeit von D/dt liefern die lokalen Stiicke ein Vektorfeld X € Vo

(iii) Die Skalarproduktregel (4) ergibt sich aus (%) und 9;g9ix = Tjir + Tjrs

nach 3.1 (4") [04A]. O

Wir nennen ein Vektorfeld X € Va parallel oder parallel verschoben lidngs
a, wenn X = 0.

Fiir parallele Vektorfelder X,Y lings « ist das Skalarprodukt (X,Y’) konstant.
Das folgt unmittelbar aus der Skalarproduktregel (4).

(b) Existenz— und Eindeutigkeit von parallelen Vektorfeldern. Ist « :
I — M eine Kurve, so gibt es zu to € I und wuo € Thg)M genau ein lings
a paralleles Vektorfeld X mit X (to) = uo.

Der BEWEIS verlduft wortlich wie der fiir Kurven auf Flichen in §7:6.1(c):
Uberdeckung jedes kompakten Kurventeils a([a,b]) von a durch endlich vie-
le Koordinatensysteme und Losung eines Anfangswertproblems fiir das lineare
Differentialgleichungssystem

g 4T ()i'e" =0 (G=1,...,n)

in jeder dieser Koordinatenumgebungen.
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Hiermit kénnen wir nun, wie in 3.1 (a) angekiindigt, einen Zusammenhang
zwischen je zwei Tangentialrdumen T, M, T, M herstellen. Wir setzen voraus,
dass sich p und ¢ durch ein Kurvenstiick « : [0,1] — M mit «(0) =p, a(l) =¢
verbinden lassen und erkldren den Paralleltransport P, : T,M — T,M
durch

P,u = X(1), X daslings « parallele Vektorfeld mit X (0) = u.

Diese Abbildung liefert eine lineare Isometrie zwischen den Tangentialrdumen
T,M, TyM [UA]. Es gilt also

(Pau, Pav), = (u,v), fiir u,v€TpM.

Der Paralleltransport ldsst sich durch P, := P,y o --- 0 Py, auf stiickweis
glatte Kurvenstiicke o = a; + -+ an fortsetzen.

(c) Beziehung zwischen Paralleltransport und kovarianter Ableitung.
Es gilt

DY = lim% (IYae) — Yo) fir ue T,M, Y € VM.

t—0

Hierbei ist « :]—e,e[ — M eine Kurve mit «(0) =p, &0)=u, und ¢ ist
der Paralleltransport ToyM — T, M ldngs o.

Wir erwihnen an dieser Stelle ohne Be-
weis noch die Relation zwischen Paral-
leltransport und Kriimmungstensor, v
Qe

il_rgg% (w — Pasw) = Rmy(u,v)w
fir pe M, u,v,w € T,M. Dabei ist

a:[0,1] = M mit a.(0) = a.(1) =p,

e (0) = eu, de(l) = —ev eine Schar

von Viereckkurven, die sich fiir ¢ — 0

auf den Punkt p zusammenziehen. p
Zum Beweis siehe [80] Thm. 2.8.1 oder

[51] T11.10.2.

Hiernach muss an Stellen nichtverschwindender Kriimmung mit der Wegabhén-
gigkeit des Paralleltransports langs geschlossener Kurven gerechnet werden. Da-
gegen liegt im flachen Minkowski-Raum M = V nach 2.3 (¢) ein wegunabhingi-
ger Fernparallelismus zwischen Tangentialrdumen T, M, TqM von beliebigen
Punkten p,q € M vor. Dieser ist gegeben durch den natiirlichen Isomorphismus
vp — g, vgl. 2.3 (b).
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BEWEIS von (c).

Fiir jedes t sei X: € Va das parallele Vektorfeld mit X(t) = Y,(;). Nach Defi-
nition ist dann ||¢Y, ) = X¢(0). Wir wihlen eine Karte um p und diesbeziiglich
die lokalen Basisdarstellungen

o(t) = ' (D0law, Xo(t) = €Blaw, Y = 70
Fiir die Koeffizienten gilt dann nach (a) (x)
1) &) = 7'(a),
(2) &) +Th(at)i' (&) = 0.

Die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen (Bd.2, §2:7.4) liefert fiir die
Losungen &7(t) des Anfangswertproblems (1), (2) die Stetigkeit in beiden
Variablen s und ¢,

(3) lim  €5(t) = &(0) = n"(a(0)) = n"(p).

(s,t)—(0,0)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu ¢t # 0 und j = 1,...,n Zahlen t; zwischen
0 und ¢ mit

LEm-80) = dw).
Mit (3), (2) und der Basisdarstellung von &(t) folgt fiir ¢ — 0
HEO -8W) = ~€t) = Thew)FE)E6) — ThE)# 01 @),

(7 (a(t)) =’ (p)) — Bin’ (a(0))&'(0) = din’ (p) #'(0), also mit (1)

S| = =

(ltYay = Yp) = - (Xu(0) =Yp) = < (€1(0) =7’ (p)) Ojl»

= [; @0 -€w®) + 1 (P ew) -7 ®)] ol
— @"(0) (T2, (p) 1" (p) + 0’ (p)) Bjlp = DuY
nach 3.1 (c), Formel (1'-3’). O

4.2 Geoditische, Exponentialabbildung und Normalkoordinaten

(a) Unter einer Geodétischen in einer Lorentz— oder Riemann—Mannigfaltig-
keit M verstehen wir eine Kurve ~: I — M mit parallelem Tangentenvektor-
feld,

_ Dy _
= =1 =
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Nach 4.1 (a) ist das Skalarprodukt (¥,%) fiir eine Geodétische konstant. Des-
weiteren gilt das

LEMMA. Sei~y eine nichtkonstante Geoddtische. Dann ist eine Umparametrisie-
rung yoh eine Geoditische genau dann, wenn h(t) = at +b mit Konstanten
a,b.

Das ergibt sich aus

(voh)'(t) = h&)3(h(), (yoh)(t) = h(t)¥(h(t)) + h(t)*5(h()).

Nach 4.1 (a) (x) geniigt jedes von einem Koordinatensystem x iiberdeckte Stiick
einer Geodétischen der Differentialgleichung

(x) @&+ (a)i'd" =0 (j=1,...,n)

mit der iiblichen Abkiirzung 2*(t) := z*(a(t)).

BEISPIEL. In einer flachen Lorentz— oder Riemann—Mannigfaltigkeit gibt es
nach 3.4 (¢) um jeden Punkt Koordinatensysteme mit konstanten g;, also mit
ka = 0. In diesen ausgezeichneten Bezugssystemen ist also jede Geodétische
ein Stiick einer geraden Linie. Im Minkowski—Raum ist das iiberall der Fall, so
dass dort Geoditische die Gestalt ¢ — x7(t) = a’ + b’t besitzen.

(b) Sarz 1. Zu jedem Punkt p € M wund jedem Vektor v € Tp,M gibt
es genau eine mazimal definierte Geoddtische v = vypv : I — M auf einem
offenen Intervall I = I, mit

70)=p, F(0)=v.

Dies ergibt sich aus der Theorie gewohnlicher DGn, siehe [56] VIL.5.

SATz 2. Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine sternformige Nullumgebung U,
i Tp,M, fir welche die Abbildung

exp,:Up =M, v Yp,w (1)

einen Diffeomorphismus zwischen U, und der Umgebung U := exp,(Uy) won
p liefert.

Diese Exponentialabbildung exp,, bildet jedes hinreichend kleine Geraden-
stiick {tv | ¢ € [0,1]} im Tangentialraum T, M auf ein vom Punkt p aus-
gehendes Geodétenstiick {vp,,(t) | t € [0,1]} ab, denn wegen der im Satz 1
ausgesprochenen Eindeutigkeit gilt

Too(t) = Ypio(l) = expy(tv) fir t€0,1],

somit {yp,.(t) |t € [0,1]} = {exp,(tv) |t € [0,1]}.



4 Parallelverschiebung von Vektorfeldern und Geodétische 309

Fiir Flichen im R? ist die Exponentialabbildung in § 7: 5.3 skizziert.

Der BEWEIS von Satz 2 beruht auf der Verallgemeinerung des Umkehrsatzes fiir
Mannigfaltigkeiten ([55] Prop.2.5.20). Hiernach muss fiir den Nachweis, dass
die C*°—Abbildung

v exp,(v) = Ypo(l) auf Dp:={veT,M|1€c .}

nach passender Einschrankung ein C*°-Diffeomorphismus ist, nur gezeigt wer-
den, dass das in §8: 2.3 definierte Differential

do exp,, oV = Tp,M mit V:=T,M

eine invertierbare Abbildung ist. Dies ist der Fall, denn nach §8:2.1(d) ist
i0:V —=ToV, v vy =a&0) mit at)=tv

ein Isomorphismus, und nach §8:2.3 gilt
do exp,(vo) = doexp,(a(0)) = (exp,0)'(0) = 4p,.(0) = v,

somit ist do exp, die Umkehrabbildung des Isomorphismus 4o. m]

(¢) Wir wihlen eine Orthonormalbasis (e1,...,e,) fir T,M (also (e, ex) =
Nik bzw. {(ei, ex) = dix, vgl. 3.4(c)) und setzen fir u= (uv',...,u") € R"

o(ut, ... u") = expp(uiei) eM.

Dann ist auch ¢ ein C*°—Diffeomorphismus zwischen einer Nullumgebung in R"
und einer Umgebung U von p. Damit ist (U, z) mit z := ¢~ ' ein Koordinaten-
system um p. Dieses heifit ein Normalkoordinatensystem, und U heif3t eine
normale Umgebung von p.

SATZ. Fiir jedes Normalkoordinatensystem (U,xz) um p gilt
gik(p) = mire baw. gin(p) =i und T (p) = 0.

BEWEIS.
Seien u = (u',...,u") € R", v:=u'e;. Nach Definition von z gilt fiir |t| < 1

tu' .

2'(t) = 2" () = 2'(exp,(tv))

Nach §8:2.2 folgt v = 4p.,(0) = #°(0) 8|, = u'd:|p, insbesondere e; = i,
und damit

gik(p) = (Oilp,Oklp) = (ei er),-
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Wegen z(t) = tu’ reduzieren sich die geoditischen DGn (%) in (a) auf
Dl (po@)u'u® =0 (j=1,...,n).

Mit vp.(0) = p folgt I (p)u’u” = 0 fiir beliebige u € R™ und daraus
I, (p) =0 fir 1<4,j,k<n aufgrund der Symmetrie I'/, (p) =T, (p). O

BEISPIELE. (i) Fiir die Einheitssphire M = S*> C R*® und ihren Nordpol
a = e3 ist die mit dem Vektor v € TaM, v # 0 startende Geoditische
Y = Yay der Grofikreis t +— y(t) = cos(||v] - t)es + sin(||v]| - t)v/||v]. Die
Exponentialabbildung exp, bildet die Kreisscheibe Ua = {v € TaM | ||V|| < 7}
auf die im Siidpol gelochte Sphire U = S?\ {—e3} ab. ([0A], Skizze!)

(ii) In einem Minkowski-Raum M = V, gemif 2.3 (a) als (flache) Lorentz—
Mannigfaltigkeit aufgefasst, ist die von einem Punkt p € M mit einem Vektor
v € TpM startende Geoditische gegeben durch t — p + tv. Dies folgt aus
Beispiel (a) mit Satz 1. Die Exponentialabbildung ist hier die Translation exp,, :
v +— p+ v, welche den ganzen Tangentialraum T, M auf M abbildet.

(d) Eine Geodétische ~ :I — M in einer Lorentz—Mannigfaltigkeit M heifit
zeitartig, wenn (¥,%) < 0. (Nach (a) ist (¥,7) konstant.)

Ist die zeitartige Geodditische v auf dem kompakten Intervall J injektiv, so gibt
es ein Fermi-Koordinatensystem (U, z) lings ~y(J), d.h. es gilt

gi(v(#)) = nik, TL(y(t) = 0 fir teJ.

Der BEWEIS (siehe [66]) 3.8 (ii)) besteht in folgenden Schritten:

(i) Es darf (§,%9) = —1 angenommen werden. Wir fixieren ein to € J und
erginzen e, := ¥(to) gemif 1.1 (d) zu einem Orthonormalsystem ey, ..., e, fir
Tyto)yM. Fiir die langs v parallelen Vektorfelder En,...,E, mit E;(to) = e;
fir :=1,...,n (vgl. 4.1(b)) gilt wegen der Konstanz der (FE;, E})

(Bi(1), Ex(t)) = (Ei(to), Ex(to)) = (e ex) = nix (L€ J).

(i) Fir t€J, t=(t',...,t""H) € R mit |t|| <1 setzen wir
1 1 n—1
p(t', ... ") = expyy) (D E(L)) .
=1

Es kann gezeigt werden, dass es von der Strecke {(0,...,0,¢t) |t € J} Um-
gebungen V € R"™ und U C M von ~(J) gibt, so dass ¢ : V — U ein
C*-Diffeomorphismus ist. Mit = := (¢|y)™" ist dann (U,z) ein Koordina-
tensystem von M. Die Eigenschaften gix = mik, ka = 0 léngs v(J) folgen
ghnlich wie in (c).
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5 Jacobi—Felder

(a) Essei v: I — M eine Geodétische in einer Lorentz— oder Riemann—
Mannigfaltigkeit M. Wir fragen, welcher Differentialgleichung ein Vektorfeld
X € Vv lings v geniigen muss, damit die Nachbarkurven 7, : I — M mit

ts(t) = expy (s X(t))
fiir kleine s ndherungsweise Geodétische sind.
Eine Antwort liefert folgende, in gewisser Weise umgekehrte Betrachtung: Ge-
geben sei eine Schar s : I — M von Geodétischen (|s| < €) mit den Eigen-
schaften

Yo = 7,

(s,t) — A(s,t) := ~s(t) ist C—differenzierbar.

Eine solche Schar wird eine geodétische Variation von + genannt und das
Vektorfeld X langs v mit

t o X(t) = %(t,o)

das Variationsvektorfeld dieser Schar.

SATz. Fir jede geoddtische Variation von vy geniigt das zugehdorige Variations-
vektorfeld X der linearen Differentialgleichung

X+ Rm(X,%)% = 0,
genannt die Jacobi—Gleichung oder Gleichung der geoditischen Abwei-
chung.

Die Losungen der Jacobi-Gleichung heiflen Jacobi—Felder lings ~.

BEWEISSKIZZE.
Wir nennen eine C*°—Abbildung (s,t) — Y (s,t) = {k(s,t)&ﬁ\A(S,t) € Ta,nyM
ein Vektorfeld lings A. Analog zur kovarianten Ableitung von Vektorfeldern
langs Kurven (vgl. 4.1 (a) (%)) erkldren wir fiir Vektorfelder lings A die kovari-
ante Ableitung

DY (8 | i o 0A k),
Fr (88+Fik(A) 25 ¢ )aﬂf‘

lings der Kurve s +— A(s,t); die kovariante Ableitung lings der Kurve t —
A(s,t) bezeichnen wir hier mit DY/dt. Hierfiir gelten folgende Rechenregeln
(vgl. [68] 4.44, Prop.):

Q) D oA _ D oA
Vo 95 ot T ot bs’
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(ii) (22_22)%_3 (% %)%
Yo \osat otos) or — " \as e ) ot

Da t— A(s,t) =~s(t) fiir jedes s eine Geodétische ist, gilt (D/dt)(0A/0t) =
0; hieraus folgt mit (i), (ii)

22%_22%__(22_22)3;4
ot ot ds ~ Ot Bs Ot Os Ot Ot Os/) Ot
~ k(2 20y 20
- s ot ) ot

Fiir s = 0 ergibt sich die Behauptung wegen
0A 0A
oz — oe — A(t). O
200 = X@, 500 = 5(0)

(b) SaTrz. Sei v : I — M eine Geoditische. Dann ezistiert zu gegebenem
to € I und vorgegebenen Vektoren wuo,u1 € Ty M genau ein Jacobi-Feld X
lings v mit

X(to) = Uo, X(to) = Uj.
Der BEWEIS folgt der gleichen Argumentation wie der fiir die Existenz und
Eindeutigkeit paralleler Vektorfelder ldngs einer Kurve, siehe 4.1 (b), § 7:6.1 (c).

(¢) GauB3 Lemma. Ist~s eine geoditische Variation von v mit der Eigenschaft
(¥s(t),%s(t)) = const. fiir alle s,t,
so gilt fiir das zugehdrige Variationsvektorfeld X

(X,%) = const.

BEWEIS.

Wir verwenden die Bezeichnungen und Rechenregeln von (a). Nach Vorausset-
zung gilt

0A 0A . .
(5o, 5 (50) = (u().4:(0) = const.
Hieraus folgt mit der Skalarproduktregel 4.1 (a) und nach (a) (i)
o 1004 oAy _(DoA oAy _ (DoA oy
209s\ot’ ot/  \ogs ot ot/  \ot 9s’ ot/

Fiir s =0 bedeutet dies (X,¥) =0, und mit ¥ =0 ergibt sich

<X77> = <X7’7>+<X7’7> = 0. O
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(d) SATZ. Fiir Jacobi-Felder X,Y lings einer Geoddtischen ~:I1 — M gilt
(i) X L4 < X(to), X(to) LA(to) fiir ein to €I,

(i) (X,Y) — (X,Y) = const.,

(

iii) Ist X tangential an v (also X (t) = h(t)¥(t)), so gilt X(t) = (at +b)(t)
mit Konstanten a,b.

BEWEIS als [UA]. Zeigen Sie fiir (i), dass (X,4)" = 0.

6* Isometrien und Raumformen

6.1 Homothetien, Isometrien und Schnittkriimmungen

(a) Seien M, N zwei Lorentz— oder zwei Riemann-Mannigfaltigkeiten. Unter
einer Homothetie ¢ : M — N mit Skalierungsfaktor ¢ > 0 verstehen wir
einen C*°~Diffeomorphismus zwischen M und N mit

(dop(u),dop(v)) = *(u,v) fiir pe M und u,v € T,M .

Im Fall ¢ = 1 sprechen wir von einer Isometrie. Zur Definition des Differentials
d¢ verweisen wir auf §8:2.3.

SATz. Fir eine Homothetie ¢ : M — N gilt
dp(Rm(X,Y)Z) = Rm(dé(X),do(Y))de(Z)  (X,Y,Z € VM);
hierbei bezeichnet Rm den zu N gehérigen Kriimmungstensor.

BEWEISSKIZZE.

Wir fixieren p € M und wihlen eine Karte Y von N um ¢(p). Wegen der
Diffeomorphie von ¢ ist x := y o ¢ eine Karte von M um p. Nach Definition

von d¢ gilt

0 0
dqb(aﬂ) = Ay ls”
also mit g, = < o 9
x = (o e

_ 6 6 2 3 8 2

7(0) = (40 (57) 0 (50)) = g m) = o
Hieraus ergibt sich

—i -2 i ™ j -t

%) = ¢ %", Tin(¢) =TI, Ruy() = Ry,

woraus die Behauptung folgt. O
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(b) Sei M eine Riemann-Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Fir p € M
und einen zweidimensionalen Teilraum E von T, M definieren wir die Schnitt-
kriimmung durch

<RmP(u7U)U7u>
Ky(E) = IR 5
() l[ull*[lol]” = (u,v)

wobei (u,v) eine Basis von E ist. Der Quotient hingt nicht von der gewihl-
ten Basis ab, denn sowohl die 4-Form (Rmp(u,v)€,n) als auch die 4—Form
(u,n){v,&) — (u,€&){v,n) sind schiefsymmetrisch im ersten und im letzten Ar-
gumentepaar. Daher dndert sich der Quotient nicht, wenn u durch au + Sv mit
a # 0 ersetzt wird bzw. v durch yu + dv mit § # 0 [TA].

Fiir die nach 3.4 (¢) symmetrische biquadratische Form @ mit
QIX,Y) = (Rm(X,Y)Y, X)
gilt die Polarisierungsgleichung

2
(Rm(X,Y)U,V) = éa?at (QIX+sV,Y+tU) — Q(X +sU, Y +tV) )|

([0A] unter Verwendung der Rechenregeln 3.4 (c)).

Der Kriimmungstensor ist daher aus ¢ und damit auch aus allen Schnitt-
kriimmungen rekonstruierbar.

s=t=0

(¢) Hat M im Punkt p € M konstante Schnittkriimmung K,
K,(E) = K fir alle zweidimensionalen Teilriume E von T, M,
so hat der Kriimmungstensor an der Stelle p die Gestalt
Rmy(u,v)w = K - ((w,v)u - (w,u)v) fir w,v,w e Tp,M .

Denn bezeichnen wir die rechte Seite dieser Gleichung mit Rmy(u,v)w und
die zugehorige biquadratische Form mit Q,(u,v) = K - (||u\|2||v||2 —{u, U)Q),

so gilt nach Voraussetzung @p = @p. Durch Polarisierung folgt Rm, = Rm,.

LEMMA von Schur. Ist M eine wegzusammenhdngende Riemann—Mannigfal-
tigkeit der Dimensionn > 3, deren Schnittkriimmungen in jedem Punkt konstant
sind, so ist die Schnittkrimmung auf ganz M konstant.

BEWEIS.

Nach dem Vorangehenden gibt es eine Funktion K : M — R mit
R{30c = Rm(9;,01)0i = K - ((0i,00)0; — (8i,0;)0k)

K - (gikdf — gijdﬁ) 8¢, also Rfjk = K- (gzkéf — gij(Sﬁ) .
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Fir die Koeffizienten R;; des Ricci—Tensors, die Skalarkriimmung R und die
Koeffizienten G, des Einstein—Tensors folgt nach 3.5

R = R, = n—1)Kgi, R=g"Ry =nn-1)K, KeFM,

1,

Gik = Ri — %Rgik = —% (n—l)(n—2)Kgik, VkGik =0.

Mit dem Ricci-Lemma 3.2 (e) und den Rechenregeln 3.2 folgt hieraus

0K = ViK = g VFK = V¥ (Kgix) = 0. O

BEMERKUNG. Fiir Flichen M C R? ist die Schnittkriimmung in jedem Punkt
p € M konstant, K,(F) = Kp(T,M), und sie stimmt nach dem Theorema
egregium §7:4.2 (b) mit der GauBischen Kriimmung K (p) im Punkt p iiberein

[0A].

(d) Sarz. Ist ¢ : M — N eine Homothetie zwischen Riemann—Mannigfal-
tigkeiten und ¢ > 0 der Skalierungsfaktor, so gilt fiir jeden zweidimensionalen
Teilraum E von TyM, p e M

K (B) = e P KN (B) mit q=¢(p), B =dep(E).
Dies folgt aus dem Satz in (a) und der Definition der Schnittkriimmung [TA].

6.2 Raumformen

(a) Unter einer Raumform verstehen wir eine Riemann—Mannigfaltigkeit M
mit iiberall konstanter Schnittkriimmung, welche geodétisch vollsténdig ist,
d.h. das Existenzintervall jeder maximal definierten Geodétischen ist R.

Wir legen fiir jedes x € R eine Standard-Raumform S"(k) fest:
(i) S™(0) sei der mit der euklidischen Metrik versehene R™.
(ii) Fir x>0, R=1/\/k sei
s"(s) = {¢eR™"| ¢l = R}
die n—dimensionale R-Sphire, versehen mit der vom R""! induzierten Metrik.

Sind ei,...,e,;1 die kanonischen Basisvektoren des R™*!, so nennen wir
n:= Rep+1 den Nordpol und s:= —n den Siidpol der Sphéire S™ (k).

Wir parametrisieren die im Siidpol gelochte Sphére mit Hilfe der vom Nordpol
ausgehenden Liangenkreise:
Fir u= (u',...,u") € R" mit r:= |lul| < 7/v/k=7R sei

®(u) := Rsin (\/Er) r'u + R cos (\/Er) en+1 im Fall » >0
und ®(0) = Rep+1 = n.
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Bezeichnen wir die auf die Parameterwerte u bezogenen metrischen Koeffizien-

ten mit g;x(u), so erhalten wir mit J(r) = J,(r) :=sin (\/Er) /VE

2 2 ik
gik(u) = () dir + (1— J(r) ) YU fir >0

7‘2 7-2 7“2
und gik(O) = (Slk

(i) Fir x <0 sei S"(k) :=R", versehen mit der Metrik, die beziiglich der
kanonischen Basisfelder ebenfalls Koeffizienten der Form

J 2 J 2 i,k
gir(u) = S;) ik + (1 52) ) “TZ fir 7= ||ul| > 0

und g (0) = &;r besitzt, wobei jetzt J(r) = J.(r) := sinh (\/—KT) /=K
gesetzt wird.

Wir kénnen die Metrik fiir alle drei Félle einheitlich darstellen durch

J 2 J 2 i,k
(*)  gik(u) = SZ) dik + (1— E‘TQ) > UTZ und gix(0) = dar ,

wobei
sin(\/ﬁr)/\/ﬁ fir k>0,
Jr)y =< r fir k=0,

sinh (\/—7/47") /V/—k fir k<0.

J ist also Lésung des Anfangswertproblems J” +xJ =0, J(0) =0, J'(0) = 1.

Wir haben in allen drei Fillen ein Koordinatensystem x = (xl, oz, Im
Fall k <0 ist z die Identitdt 1 :8"(x) = R"™ — R", und im Fall x > 0 ist
z = ® !, wobei nur der Siidpol ausgelassen wird.

SATz. (1) Fiir jedes k € R ist S"(k) eine Raumform mit Schnittkrimmung k.

(2) =z ist ein Normalkoordinatensystem um n fir k > 0 bzw. um 0 fir k <0.

BEWEISSKIZZE.
(i) Fiir die Metrik (*) ergibt sich
2

2 i, k
ik _ T ik __r u-u ik _ ik

0?)

D, (w) = a(r)hl, +b(r) (hje + hij) 17,(0)=0 mit
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Durch Taylor-Entwicklung um r = 0 erhalten wir

2KkT K2 KT Kr?
- 22 (=2 = (14X
a(r) 3 ( 5 > + , b(r) 3 ( + 15 ) + ,

und damit mit etwas Rechnung nach 3.4
R;;;(0) = (9,15, — 9;T%,) (0) = K (6;x0] — Sin05)
= £ (gjx(0) 6! — gi(0) 55) .

Durch Vergleich mit der im Beweis des Lemmas von Schur angegebenen Formel
erkennen wir, dass S™ (k) die Schnittkriimmung ~ im Nordpol n fiir £ > 0 bzw.
im Ursprung fiir k < 0 besitzt.

(ii) = ist ein Normalkoordinatensystem: Jede Gerade t— z(t) =tu im Koor-
dinatenraum R™ liefert eine Geoddtische von S™(x), denn es gilt

i+ 1 (2)3'd" = T, (2)u'u” = (a(r)hfk + b(r) (h;k + hfj)) u'u® = 0.

Umgekehrt ist jede Geoditische mit der Koordinatendarstellung ¢ — z(¢) und
2(0) = 0 durch den Anfangswert #(0) = u eindeutig bestimmt, also gilt
z(t) = tu.

Im Fall £ > 0 sind die nichtkonstanten Geodétischen durch den Nordpol also
GroBkreise ¢ — ®(tu), im Fall k < 0 sind die nichtkonstanten Geodétischen
durch 0 die Geraden t — tu; in beiden Fillen ist R das maximale Definitions-
intervall.

(iii) Die Aussagen (i) und (ii) gelten fiir jeden Punkt von S™(k). Denn je zwei
Punkte der Sphidre S"(k) (k > 0) werden durch eine Drehung A € O, 41
ineinander {iiberfithrt und eine solche ist eine Isometrie der Sphére. Analoges
gilt fiir den Fall x < 0, siehe [68] 9, 8. Prop. Im Fall x = 0 ist dies unmittelbar
klar. a

(b) Sarz (Hopr 1925). Jede n-dimensionale, einfach zusammenhingende
Raumform mit Kriimmung  ist isometrisch zur Standard—Raumform S™(k).

Dabei heifit eine Mannigfaltigkeit M einfach zusammenhéngend, wenn sich
jede geschlossene Kurve auf stetige Weise in M zu einem Punkt zusammenziehen
lésst.

Fiir den nichttrivialen BEWEIS siche [68] 8, 25. Prop.

Die Rdume S™(x) mit k < 0 werden hyperbolisch genannt.
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7* Der Gauf3sche Integralsatz fiir Lorentz— und Riemann—Man-
nigfaltigkeiten

7.1 Volumen und Integral

Wir beziehen uns im Folgenden auf das Integral von n—Formen, siehe § 8:5.5. Sei
M eine n—dimensionale, orientierte Lorentz— oder Riemann-Mannigfaltigkeit.
Wir definieren die Volumenform py € ¥,.M fir pe M, vi,...,v, € T,M
durch

1/2
ur (Vi .. 0n) = o ‘det((vi,vk))’ ,
wobei 0 := 1 bzw. 0 = —1 gesetzt ist, falls (v1,...,v,) eine positiv bzw. negativ
orientierte Basis von T, M ist und o := 0, falls vy, ..., v, linear abhéingig sind.

Beziiglich einer positiv orientierten Karte hat uas also die Basisdarstellung
uy = lg] dz' A+ Adx™ mit g =det(gik), gik = (05, 0k),

vgl. §8:5.2(a).

Sei D C M ein Gebiet mit kompaktem Abschluss. Wir definieren das Volumen
von D durch

V(D) = [,
D
wobei D als n—dimensionale Mannigfaltigkeit aufgefasst wird. Nach §8:5.5 ist
V*(D) < oo, d.h. die 1-Form w = “M|D ist iiber D integrierbar. Fiir f € FM
setzen wir

[1av" = [ fpun
D D

falls die auf D eingeschriankte 1-Form w = f uas iiber D integrierbar ist; dies
ist z.B. fiir auf D beschriankte Funktionen der Fall.

7.2 Der Gaufische Integralsatz

(a) Seien M eine n—dimensionale, orientierte Lorentz— oder Riemann—Mannig-
faltigkeit mit n > 2 und D C M ein glatt berandetes Gebiet mit kompaktem Ab-
schluss. Die Randfliche S = 0D, nach Voraussetzung eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, orientieren wir gemifl §8:5.6. Wir legen ein dufleres
Einheitsnormalenfeld v auf S fest durch die tiblichen Eigenschaften, auf S
normal zu sein und von D wegzuweisen: Ist (v1,...,vn—1) eine positiv orien-
tierte Basis von T}, S, so gibt es ein positiv orientiertes Koordinatensystem (U, x)
fiir M um p mit v; := 8|, fiir ¢ =1,...,n—1 und (—1)"2"(p) > 0. Wir legen
vp fest als den zu T, S orthogonalen Vektor mit (vp,1p) =1 und (—1)"v, < 0.
Da die n—ten Koordinaten von (—1)"" 'z, und von v, := 0y, positiv sind, wei-
sen beide Vektoren von p aus in denselben durch 73,S begrenzten Halbraum.
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Aus Stetigkeitsgriinden bilden daher wvi,...,v, und v1,...,vn_1,(=1)""tu,
gleich orientierte Basen. (Machen Sie eine Skizze fiir n = 3.) Bringen wir den
Vektor (—1)"~'v, durch n— 1 Transpositionen an die erste Stelle, so @ndert sich
die Orientierung (n — 1)-mal; also ist (vp,v1,...,vn—1) eine positiv orientierte
Basis von T}, M.

Hieraus ergibt sich die Beziehung
us(viy ..oy n—1) = pum(Vp,v1,...,vp—1) fiir alle v1,...,vp—1 € TS,

denn im Fall der linearen Abhéngigkeit sind beide Seiten Null, und fiir eine
positiv orientierte Basis (v1,...,vp—1) von TS gilt mit wvo := v, wegen
(vo,v0) =1, (vo,v;) =0 fir i=1,...,n—1

piar (v, - .- vn—1)? = det((vi,v))o<ik<n—1 = det((vi,vx))1<ik<n1

= pus(vi,.. .71)”,1)2.

(b) Der Gauflsche Integralsatz fiir Riemann—Mannigfaltigkeiten. Sei
M eine orientierte Riemann—Mannigfaltigkeit und D C M ein glattberandetes
Gebiet mit kompaktem Abschluss. Dann gilt mit den Festlegungen und Bezeich-
nungen (a) fir jedes Vektorfeld X € VM

JdivXdv™ = [ (X,v)dV"t.
D oD

BEWEIS.

Wir zeigen: Die n—Form (divX)uas ist das Differential der (n — 1)-Form w
mit

w(Xl, A 7Xn71) = ,U,M(X, Xl, A 7Xn71) fiir )(17 e 7)(nfl € VM.
Zum Nachweis wihlen wir eine Karte x, markieren ein wegzulassendes Argument
mit ~ und setzen im Folgenden die Einsteinsche Konvention auer Kraft. Dann

erhalten wir

W@, .05y 0n) = pa(X,01,..., 05 ...,00)

ponr (3268 Ok, 01, .., 05y, O0)
k=1

= fl uM(c‘;’i,al,...,@,...,an)
(71)1'_16-1' l‘LM(alv s 7871) .
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Mit der Definition von dw in §8:5.2 (a) und von div X in 3.3 (a) folgt

n

dw = > (- 1)i‘1d(\/§§")/\d:c1/\~-~/\cﬁg/i/\~-~/\dx”

= %n:(—1)i_18k(\/§£i)dxk/\dxl/\-../\g/l;i/\.../\dxn
= Zn:_( 1)i_13i(\/§£i)daci/\da:l/\---/\dﬁg;i/\.../\dxn
= 0.5 € da’ Ao da

= zn: ) -G dzt A Ada”
= (dlv X) par -
Aus der Orthogonalzerlegung
(*) X =av+Y mit (Y,v)=0, a=(X,v)
und der Identitét in (a) ergibt sich fiir v1,...,v,—1 € T,0D
w1, ..y n—1)=pm (Xp,v1, .., Vn—1)=pam(a(p) vp + Yp, 01, ..., Un—1),

also w=aps = (X,v)us. Mit dem Integralsatz §8:5.6 von Stokes folgt

JdivXadv™ = [(divX)p fdw = [w
D D oD
= f (X,v)us = f (X,v)ydvrt. ]
oD aD

(¢) Der Gauflsche Integralsatz fiir Lorentz—Mannigfaltigkeiten. Se: D
ein stickweis glatt berandetes Gebiet mit kompaktem Abschluss in einer n—
dimensionalen Lorentz—Mannigfaltigkeit M. Das duflere Einheitsnormalenfeld
v sei in jedem reguldren Randpunkt entweder zeit— oder raumartig. Dann gilt
fiir jedes Vektorfeld X € VM

/dideV" = /%WH.

D oD

Ein typisches Beispiel eines solchen Gebiets D ist ein von einem zeitartigen Vek-
torfeld und einer raumartigen Scheibe erzeugtes Flussrohrenstiick, vgl. §8:5.6.
Fiir ein solches ist das Einheitsnormalenfeld auf Boden und Deckel zeitartig,
auf der Mantelfliche raumartig.

Der BEWEIS geschieht wie im Riemannschen Fall (b) durch Zuriickfiihrung auf
den Satz von Stokes fiir stiickweis glatt berandete Gebiete, wobei in der Ortho-
gonalzerlegung () diesmal a:= (X,v)/(v,v) gesetzt wird.



Kapitel III

Mathematische Grundlagen der allgemeinen
Relativitiatstheorie

Der fiir dieses Kapitel benétigte mathematische Apparat (Differentialgeometrie
von Lorentz— und Riemann—-Mannigfaltigkeiten) ist in §8 und § 9 bereitgestellt.
Nicht jede Leserin und jeder Leser wird die Geduld und die Zeit mitbringen, die-
sen nicht sehr schwierigen, aber doch umfangreichen Stoff griindlich zu studie-
ren. Um einen ersten Uberblick iiber die Grundkonzepte der Relativititstheorie
zu gewinnen, kann der folgende kiirzere Einstieg reichen: Aneignung der Begriffe
Mannigfaltigkeit, Untermannigfaltigkeit, Tangentenvektoren, Vektorfelder und
Integralkurven, Tensoren, Tensorfelder in § 8 sowie Sétze hieriiber, ohne auf die
Beweise und spezielle Formeln einzugehen (Unterabschnitte, 1.1, 1.4, 2.1, 2.2,
3.1, 3.2, 4.1 bis 4.4). Dasselbe Verfahren schlagen wir fiir die folgenden Begrif-
fe aus §9 vor: Minkowski-Raum, Lorentz— und Riemann—Mannigfaltigkeit, ko-
variante Ableitung, Kriitmmungsgréfien, Parallelverschiebung und Geodétische
(Abschnitte 1-4).

Hiermit, gestiitzt auf physikalische und geometrische Intuition sollte ein er-
ster Durchgang durch dieses Kapitel moglich sein. Hierbei wird gelegentliches
Zuriickbldattern nach § 8 und §9 unvermeidlich sein, und nicht jedes Detail wird
gleich vollstdndig verstanden werden kénnen.

8§ 10 Grundkonzepte der Relativitiatstheorie

Die allgemeine Relativitdtstheorie ist im Wesentlichen eine Theorie der Gravi-
tation. In dieser bilden Raum, Zeit, Schwere und Trigheit die Aspekte eines
einzigen Objekts, des Gravitationsfeldes. Dieses wird modelliert durch die Me-
trik einer vierdimensionalen Lorentz—Mannigfaltigkeit, die wir eine Raumzeit
nennen. Die Beziehung zwischen der Materieverteilung und dem Gravitations-
feld wird durch die Feldgleichungen hergestellt. Thr Inhalt ldsst sich grob so
beschreiben:

e die Materie bestimmt die Kriimmung des Gravitationsfeldes,
e das Gravitationsfeld bestimmt die Bewegung der Materie.

Obwohl die allgemeine Relativitdtstheorie eine Feldtheorie ist, bei welcher Ma-
terie als stetig verteilt angesehen wird, ist das Konzept des Materieteilchens
unverzichtbar. Ein Materieteilchen liefert einen vernachlissigbaren Beitrag zum
Energieimpuls—Tensor und kann als Analogon zum Begriff des Massenpunktes
der klassischen Mechanik betrachtet werden.
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In der mathematischen Darstellung der Relativitédtstheorie erscheinen physika-
lische Grundkonzepte im Gewand von Definitionen (wir vermeiden das etwas
streng wirkende Wort Axiom). Anders als bei rein mathematischen Definitio-
nen steht hinter solchen Begriffen ein umfangreiches Erfahrungsmaterial, dessen
Darstellung aus Platzgriinden hier etwas kurz wegkommen muss. Wir empfehlen
bei Bedarf an physikalischer Motivation D’INVERNO [84] und WEINBERG [93].

1 Die Geometrie des Gravitationsfeldes

1.1 Raumzeiten, materie— und lichtartige Teilchen

(a) In der Relativitétstheorie gibt es zwei universelle Konstanten, die Lichtge-
schwindigkeit c und die Newtonsche Gravitationskonstante G. Diese haben
im cgs—System die Werte

c=2.998-10"%cm s, G =6.673-10"%cm?®.s7%.g7'.

Oft werden geometrische Einheiten benutzt, bei welchen die Lichtgeschwin-
digkeit und die Gravitationskonstante den Wert 1 erhalten. Jede andere Einheit
wird hierbei durch Potenzen der Zeit— oder der Lingeneinheit ausgedriickt. Es
gelten also folgende Entsprechungen:

1g = 2.476-107%°s = 7.426- 10" cm
z.B. fiir die Sonnenmasse

1.989-10**g = 4.925-107%s = 1.477 - 10° cm .

(b) Unter einer Raumzeit verstehen wir eine zusammenhéngende, zeitorien-
tierte, vierdimensionale Lorentz—Mannigfaltigkeit M mit Lorentz—Metrik g =
(+,-) und der Signatur (—+++), vgl. §9:2.1. Die Punkte von M heiflen
Ereignisse oder Weltpunkte.

Wir erinnern an die Zukunftskegel I;, J;L C Tp,M der zeitartigen, bzw. kau-
salen (=nicht raumartigen) Vektoren, vgl. §9:2.2(a).

(¢) Unter Materieteilchen oder materieartigen Teilchen einer Raumzeit
M verstehen wir zukunftsgerichtete, zeitartige Kurven o : I — M mit ||| = ¢,
also mit

(6(7),6(r)) = —c® und &(r) €IS, fir rel.

Der bis auf Translationen eindeutig bestimmte Parameter 7 ist die Eigenzeit
des Teilchens. Die Kurven 7 — «(7) und 7+ a(7 —79) mit 79 € R sehen
wir als das gleiche Teilchen an.
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Jede von einem Materieteilchen mit-
gefiithrte ideale Uhr (z.B. eine Atom-
uhr, vgl. [84] 2.12) zeigt nach geeig-
neter Skalierung die Eigenzeit an. Die
Ausfithrung von Parametertransforma-
tionen T — T—79 bedeutet also Stellen
von Uhren.

Gleichzeitigkeit verschiedener Ereignis-

se der Raumzeit ist somit nicht wie in

der klassischen Mechanik a priori defi-

niert, sondern muss erst durch Uberein- «@
kunft festgelegt werden, siehe 1.2 (b).

Materieteilchen modellieren die Lebensgeschichte von nicht allzu grofien Kor-
pern, z.B. eines Elektrons oder eines Planeten. Was als Materieteilchen ange-
sehen werden kann, ergibt sich aus dem jeweiligen Kontext, dhnlich wie beim
Begriff des Massenpunkts in der klassischen Mechanik.

Fiir Materieteilchen o betrachten wir die folgenden Vektorfelder langs a:

& = Vierergeschwindigkeit oder Weltgeschwindigkeit,

& = Viererbeschleunigung oder Weltbeschleunigung.

Wegen (&, d) = —c* gilt {(&,d) = 0.

Ein Materieteilchen « heifit frei fallend (nur der Trigheit folgend), wenn
es unbeschleunigt, also eine Geodétische ist, & = 0, vgl. hierzu §9:4.2.

Beispiele fiir frei fallende Teilchen sind (angeniihert) vom Baum fallende Apfel,
Raumschiffe mit abgeschaltetem Antrieb und Planeten. Solche Teilchen bewegen
sich also auf einer , geraden“ Linie der gekriimmten Raumzeitgeometrie; nach
der klassischen Mechanik folgen sie ei-

ner krummen Kurve in der ,geraden®

euklidischen Geometrie.

(d) Wir verstehen unter lichtartigen
Teilchen zukunftsgerichtete, lichtarti-
ge Geoditische ~ : I — M; fir diese
gilt also

§=0, (3,9) =0
und
A(s) € J,y \ {0} fiir s€ 1. v

Lichtartige Teilchen s — ~(s) und s +— ~(s— so) mit so € R sehen wir
als identisch an. Fiir lichtartige Teilchen lisst sich wegen (¥,4) = 0 keine
FEigenzeit—-Parametrisierung festlegen.
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Lichtartige Teilchen sind z.B. Photonen, ndherungsweise Neutrinos und die hy-
pothetischen Gravitonen als Trager der Gravitationswechselwirkung.

Ein Lichtstrahl zwischen zwei Ereignissen p,q € M ist die Spur ~([a,b])
eines lichtartigen Teilchens ~:I — M mit [a,b] C I, v(a) =p, v(b) =q.

(e) BEMERKUNG. Der Begriff der Raumzeit kann auch umgekehrt aus einem
Axiomensystem fiir Eigenschaften von frei fallenden Teilchen und Lichtsignalen
abgeleitet werden, wobei Satzteil (iii) in 1.2 (b) eine wichtige Rolle spielt. Fiir
diesen physikalisch plausiblen, aber mathematisch recht anspruchsvollen Zugang
von EHLERS, PIRANI, SCHILD verweisen wir auf [78], [105].

1.2 Beobachter, Relativgeschwindigkeit und Zeitdilatation

(a) Unter einem Beobachter in einer Raumzeit M verstehen wir ein Mate-
rieteilchen « : I — M, auf welchem ein— und auslaufende Lichtsignale mit-
tels Eigenzeitmessungen registriert und markiert werden. Wir kénnen uns dabei
einen Physiker vorstellen, der in einem mit Uhr, Fernrohr, Funk und Radar aus-
gestatteten Labor Messungen ausfiihrt. Ein Beobachter kann z.B. Funksignale
von einem Raumschiff oder Lichtsignale von einem entfernten Stern empfangen
(Figur links). Er kann auch mittels Radarecho Schliisse iiber die relative Lage
eines benachbarten Teilchens 3 ziehen, z.B. die Entfernung zwischen Erde und
Mond aus der Laufzeit des Radarsignals bestimmen (Figur rechts).

Das Konzept des Beobachters kann dazu dienen, unsere gewohnten Anschauun-
gen von Raum und Zeit in der Raumzeit wiederzufinden, z.B. durch Zerlegung
lokaler Raumzeit—Phénomene in Raum— und Zeitanteile. In vielen Féillen liefert
es auch eine klarere Beschreibung als die hierbei meistens verwendete Lorentz—
Transformation.
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(b) Als Erstes diskutieren wir ein Radar—Experiment und zeigen, dass damit fiir
jeden Beobachter ein (lokaler) dreidimensionaler Raumbegriff und ein Konzept
von Gleichzeitigkeit verbunden werden kénnen.

Zunichst betrachten wir einen frei fallenden, also gleichférmig, geradlinig be-
wegten Beobachter (vgl. §9:4.2 (a)) in einem Minkowski-Raum M = V. Gemé8
§9:2.3 (b) konnen wir alle Tangentialrdume T, M mit V identifizieren, und nach
§9:4.2 (a) sind alle Geodétischen in M Geradenstiicke. Der Beobachter ist also
durch eine Gerade 7 +— p+ 7u durch einen Punkt p € M mit einem zukunfts-
gerichteten Tangentenvektor u € V = T,M mit (u,u) = —c*> gegeben.

Fiir einen auflerhalb der Geraden liegenden Punkt ¢ € M betrachten wir das
in der vorangegangenen rechten Figur skizzierte Radarexperiment mit den Er-
eignissen: Aussendung eines Lichtstrahls in a(71), Reflexion in ¢, Empfang des
reflektierten Lichtstrahls in a(72) mit 72 > 1.

Da die Lichtstrahlen auf Geraden s+ v;(s) = ¢+ sv; mit (vs,v;) =0 liegen,
ergibt sich fiir die Parameterwerte s; mit a(m;) = ¢ + s;v; (¢ = 1,2) unter
Verwendung der Abkiirzung v:=q—p

q+sivi = vi(si) = alri) = p+ 1w,
S$iv; = p+TiUu—q = Tiu—v,

0 (sivi,80:) = T2(u,u) — 27i(u,v) + (v,v)

2

2
= —277 — 213 (u,v) + (v,v) = = <Ti + <u,2v>) + (u,;}) + (v, v),
c c

also
T2 = c% (—(u, v) T/ (u,v)? + 2 (v, v) ) und damit

T2 (u, v) _ (v, v)
T T T T nrn= T a

Der Beobachter kann also das Skalarprodukt (v,v) fiir jedes benachbarte Er-
eignis ¢ = p + v mit Hilfe des Radarechos bestimmen.

Weiter kann hiermit festgelegt werden, welche Ereignisse g als gleichzeitig mit
p angesehen werden sollen. Als einfachste Moglichkeit bietet sich die 1904 von
POINCARE vorgeschlagene Ubereinkunft an, alle Ereignisse ¢ € M als mit p
simultan anzusehen, fiir welche 7 + 72 = 0 gilt. Vereinbaren wir noch, dass p
zu sich selbst simultan sein soll, so ist fiir den Beobachter o die Gesamtheit der
zu p simultanen Ereignisse gegeben durch den affinen Teilraum

p+uL.
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Der Orthogonalraum u* des Vektors u = &(0) ist nach §9:1.1(c) eine drei-
dimensionale, raumartige Hyperebene in V = T,M, genannt die Ruhebene
(rest space) des Beobachters « an der Stelle p = «(0).

Aus diesem Synchronisierungskonzept lédsst sich das Phédnomen der Léngenkon-
traktion bei Beobachtung schnell bewegter Objekte ableiten.

Die vorangehende Betrachtung lisst sich wie folgt auf beliebige Beobachter und
beliebige Raumzeiten verallgemeinern.

Satz vom Radarecho. Fiir einen Beobachter « :1 — M in einer Raumzeit
M sei A= a(l) die Spur und p = «(0). Dann gilt:

(i) Es gibt eine Umgebung U C M wvon p und eindeutig bestimmte C*—
Funktionen T1,To auf U\NA mit Ty <To und limT;(q) =0, so dass
a—p

jedes ¢ € U\ A mit den Punkten «o(T1(q)), a(T=(q)) jeweils durch eindeutig
bestimmte Lichtstrahlen verbindbar ist.
(ii) Die Funktion %(Tl—i—Tz) lésst sich
zu einer C*°—Funktion T : U — R

fortsetzen. Fir €1 mit a(r) €U (T2(a))

gilt
VI, = —¢alr).

Ferner ist P q
S = {qeU| T(g) =7}

eine dreidimensionale Untermannigfal- AT ()

tigkeit von U mit

a(r) €Sy, To B, = al(r)". A
(iii) Fir jeden von w:= &(0) linear unabhingigen Vektor v € T,M wund jede
Kurve (:]—e,e[— M mit B(0)=p, B(0)=v gilt

2
. c
(0.0) = —lim G T(E(s) - T(A(s)).
Nach (ii) bilden also fiir |7| < 1 die durch Radarecho definierten, zu a(7) simul-
tanen Ereignisse eine Hyperfliche ¥, = {T' = 7}, die momentane Ruhfléiche
des Beobachters a an der Stelle a(7).

Der BEWEIS des Satzes erfordert Hilfsmittel, die iiber den Rahmen dieses Buchs
hinausgehen; wir verweisen auf [82] 5.05, 5.06, 5.2 und fiir Hilfsmittel hierzu auf
[68] 5.

(¢) Fiir viele Zwecke reicht das Konzept des momentanen Beobachters.
Hierunter verstehen wir ein Paar (p,u) mit p € M und einem zukunftsgerich-
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teten Vektor v € T,M mit (u,u) = —c®>. Fiir jeden Beobachter «:I — M
und jedes 7 € I ist z.B. das Paar (a(7), (7)) ein momentaner Beobachter.

Fiir jeden momentanen Beobachter (p,u) legen wir einen lokalen Begriff von
Raum und Zeit fest durch Auszeichnung der Ruhebene u* C T, M und der
Zeitachse Ru = Span{u} C T, M. Jeder Vektor v € T, M besitzt eine eindeu-
tig bestimmte orthogonale Zerlegung

0 — . 0 - 1
v =vu+d mit v eR, ve€u

in den Zeitanteil v° = —¢™?(u,v) und den Raumanteil 7= v+ ¢ {u,v) u.
Dies ergibt sich aus §9: 1.1 nach Ersetzen von u durch ¢ u.

(d) Gegeben seien ein Beobachter « : I — M und ein materie— oder licht-
artiges Teilchen B :J — M, welches « an einer Stelle p € M trifft, 0.B.d.A.
a(0) = B(0) = p. Wegen wu:= &(0) € I}, v:= 3(0) € JF\ {0} gilt dann
(u,v) <0 nach §9:2.2(b).

Wir bestimmen die momentane Rela-
tivgeschwindigkeit des Teilchens (3 be-
ziiglich des momentanen Beobachters
(p,uw). Hierzu néhern wir die Kurve 3
durch die Tangente ¢ +— B(t) '=tv an
und erhalten aus der Orthogonalzerle-

gung

T n T
—v = Tu+ — 7T
o 0

in den Zeit— und den Raumanteil fiir
|7| < 1 ndherungsweise die Bahn

—

THT—
0

in der raumartigen Ruhebene u*. Hieraus ergibt sich

—

1

Urel = —5 cu
v

als relativer Geschwindigkeitsvektor von 3, beobachtet von o im Punkt p.

Aus v =0+ Tret) mit v° = —c"*{u,v) >0, Tt € u* und (u,u) = —?

folgt
(,v) = v%° (702 + ||17re1||2) .

Ist das Teilchen § lichtartig, so folgt wegen (v,v) =0 und v° >0
[Tealll = ¢;

der momentane Beobachter (p,u) misst also ¢ als Relativgeschwindigkeit von 3.
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Ist das Teilchen 8 materieartig, also (v,v) = —c?, so folgt
eall = er/1- )2 < e,
(*) L = <u7 1)> _ 1 v = U + Urel

e V1= ([Gealll/0)? V1= ([Gealll /)2

Der Beobachter misst von [ also eine Relativgeschwindigkeit unterhalb der
Lichtgeschwindigkeit c¢. Durch Vertauschung der Rollen von a und S ergibt
sich, dass 8 von « dieselbe Relativgeschwindigkeit misst.

(e) Wir zeigen, dass die Zahl v° die
von « beobachtete Zeitdilatation bei
der Synchronisierung von o und 8 an
der Stelle p = a(0) = 5(0) ist.

Dabei verstehen wir unter Synchroni-
sierung die Zuordnung 7 — ¢ = h(T)
von Eigenzeiten derart, dass a(r) und
B(h(7)) fiir |7| < 1 simultane Ereignis-
se sind, d.h. dass
T=T(B(h(7))) fir |7| K1

mit der Zeitfunktion 7' : U — R von
Satzteil (ii) in (b) ist. (Die Existenz ei-
ner solchen C*°—Funktion h mit h(0) = 0 zeigen wir anschliefiend.)

Fiir  Beyn(7) := B(h(7)) gilt Bsyn(0) = A(0)3(0) = A(0)v. Durch Ableitung
der Gleichung 7 = (T o fBsyn)(7) an der Stelle 7 = 0 folgt nach Definition

des Differentials in §8:3.3(c), des Gradienten in §9:2.3 (b) und mit Hilfe der
Aussage VT|p = —c2&(0) = —c2u im Satzteil (ii) von (b)

L= (Tofun)(0) = Bon(OT = W(0)vT = h(0)dT(v)
= h(0)(VT|p,v) = —c > 1(0) (u,0),
also h(0) = —c? (u,v)"'. Mit (x) ergibt sich somit fiir die Zeitdilatation
durch die Synchronisierung 7 — ¢ = h(7)
Eigenzeit 7 des Beobachters « . T 1 (u, v) 0
im —= . - =lm —=+—=—"2+=v".
r—0 Eigenzeit t des Teilchens 3 o h(T)  h(0) c?

Nachzuweisen bleibt die Existenz einer C*°~Funktion h mit T(8(h(7))) = 7
fir |7| < 1 und h(0) = 0. Dies folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen,
denn es gilt T(8(0)) = 7(p) = 0, und durch die gleiche Rechnung wie oben
mit 3 statt Bsyn ergibt sich (T o £8)'(0) = —c *(u,v) > 0 [0A].
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1.3 Aufgaben

Es sei V' eine Minkowski-Raumzeit und e, e, es, es eine Orthonormalbasis
von V' mit zukunftsgerichtetem, zeitartigem Vektor eg (§9:1.1).

(a) Gleichférmig beschleunigte Materieteilchen. Bestimmen Sie das Ma-
terieteilchen «: R — V in der Ebene Span{eo,e1} mit gegebener Beschleu-
nigung ||&|| = g und gegebenen Anfangswerten «(0) = hei, &(0) = ceo.
Hierbei seien g, h gegebene Konstanten mit g > 0. Skizzieren Sie das Beschleu-
nigungsfeld ¢ lings a.

Es ergibt sich die Hyperbel

a(T) = agn(r) = % . {sinh (g%) eo + (i—g — 1+ cosh (g%)) el} .

HINWEIS. Zeigen Sie, dass U(7) := ¢ *i%(7) der DG U = (g9/¢)?U geniigt.

(b) Das Zwillingsparadoxon. Seien «, 3 zwei Beobachter in der Minkowski—
Raumzeit V, genannt Alexander und Bert. Alexander reist ins Weltall (« ist
konstant bechleunigt), und Bert bleibt zu Hause (3 bewegt sich geradlinig,
gleichférmig, d.h. ist frei fallend).

Wir konkretisieren die Konfiguration
durch die Annahmen (Bezeichnungen

wie in (a)) o
a(T) = ag,—a(T), B(t)=cteo, N
o ~To) = B(~Th), g
oTo) = B(Ty) U S

mit g =10"2cm/s* und

Ty = 5Jahre = 1.5768 - 10%s,

wobei die ,Maximaldistanz® d > 0 ,.
noch zu bestimmen ist (Figur). P

Zeigen Sie, dass
To=(1-314-1077) Ty <Ti, d=1.24-10"km

und dass sich fiir die relative Geschwindigkeit bei Abreise und Riickkehr
Urel = ||Urel]] = 15.8km/s

ergibt. Alexander ist nach der Reise also etwas jiinger als Bert.
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Zur Kontrolle. Es ergibt sich

2
I (4 gTo_log<ng+ L (4 )
C C C C C
gd

2
75 = cosh (g?)—l = /1 + sinh® (%) —1

Mit
u:=B(Ti) = ceo, vi=d&(To) =c [COSh (%) €0 + sinh (%) el]

ergibt sich nach 1.2 (c)

Tt T
vO:cosh<g—0) , ﬁ:csinh(g O)el7
c c

Urel = ||Tret|] = ||17/U0H = c tanh (%) ~ gTo ~ gT1 .

1.4 Masse und Energieimpuls von Teilchen

(a) Materieteilchen 3 : J — M Dbesitzen wie in der klassischen Mechanik
eine konstante Masse (Ruhmasse) m > 0; Energie und Impuls haben in der
Relativitétstheorie jedoch eine andere Bedeutung als dort.

Als Energieimpuls—Feld von 3 definieren wir
P = mﬁ .

Ein momentaner Beobachter (p,u) an der Stelle 5(to) (0.B.d.A.tg = 0) zerlegt
den Energieimpulsvektor P(0) in einen Zeit— und einen Raumanteil durch

P0) = ¢ ?Eu+P mit Peu*

und misst von P(0) die hierdurch bestimmten GréBen Energie E' und Impuls
P. Nach §9:2.2(b) gilt mit v := 5(0)

E = —(u,P(0)) = —m{u,v) > 0.
Wegen <B,B> =—c?=(u,u) und u L P folgt aus der Zerlegung von P(0)

—mc® = (mv,mv) = (P(0),P(0)) = ¢ *E*(u,u) + (P,P)

—¢2E? +||P|® baw.
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()  E*=(mc®?+ | P (EINSTEIN 1905).

Nach der Beziehung (%) in 1.2 (d) lassen sich E und P mit Hilfe der Relativge-
schwindigkeit ¥ye; ausdriicken: Es gilt

¢ ?EBu+P = P0) = mv = . (U + Trel) -

L= ([Tl /¢)?
Wegen der Eindeutigkeit der Orthogonalzerlegung folgt

2 —
E = mc p' _ T Vrel

V1= ([Zall/c)?’ V1= ([Zall/0)?

Entwicklung in eine Binomialreihe ergibt

1[G

2
E =mc <1+2 2

1 .
o) =+ Jlal
hierbei ist das erste Glied die Ruhenergie, und das zweite entspricht der kine-

tischen Energie der klassischen Mechanik.

(b) Fiir lichtartige Teilchen ~ : J — M erkldren wir das Energieimpuls—
Feld durch

P =4.

Die Raum—Zeit—Zerlegung durch einen momentanen Beobachter (p,u) an der
Stelle p = y(so) (0.B.d.A. so =0),

P(0) = c2EBu+P mit Peut ,
ergibt wie in (a)
E = —(P(0),u) > 0,
und es gilt
0 = (%(0),%(0)) = (P(0),P(0)) = (¢ *Eu+P,c*Eu+ P)
= —¢ 2B+ ||P|?, also
E = c|P|.

Geméf dem Teilchen—Welle-Dualismus ist jedem Teilchen der Energie E eine
Welle der Frequenz v mit

E = hv
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2

zugeordnet, wobei h = 1.68-10"2%g-m?-s™! das PLANCKSCHE Wirkungsquan-

tum ist.

Der Vergleich der Beziehung E = ||P|| mit der Einsteinschen Gleichung () in
(a) fithrt dazu, lichtartigen Teilchen die Masse m = 0 zuzuordnen.

(¢) Unter einer Teilchenkollision im B B2 Bs
Ereignis p € M verstehen wir eine Kol-
lektion von einlaufenden materie— oder
lichtartigen Teilchen
A1y .oy Qi =g, 0] = M
und auslaufenden Teilchen
BiyeooyBn: [0, = M
mit OA—L(O) = ﬂJ(O) =p (’L =1,...,m,
j=1,...,n,e>0). Qi Qa2

Der Satz von der Energieimpuls—Erhaltung bei unelastischer Teilchenkol-
lision im Ereignis p lautet

m . n
Zpielﬂ — Z Pjaus ,
i=1 =1

hierbei ist PS'™ € T, M der Energieimpuls—Vektor des Teilchens c; an der Stelle
p = a;(0) und P € T, M der Energieimpuls—Vektor von 3; in p = 3;(0). Die-
ser Erhaltungssatz ist eine durch zahlreiche Experimente gesicherte Tatsache.

Ein momentaner Beobachter im Kollisionsereignis p misst daher nach (a), (b)

m n m n

ZEiem — ZE;us , Zﬁ’,iein — Zﬁ]@us )

i=1 j=1 i=1 j=1

(d) AUFGABE. Zeigen Sie: Fiir die unelastische Kollision zweier einlaufender
Materieteilchen o, a2 mit Massen m1, ms und einem auslaufenden Teilchen (3
der Masse m besteht die Beziehung

2
m® = m%—&-m%—&-w > (m1 +ma)?,
1 — (vrel/c)?
wobel vrel = ||Urel|| die relative Geschwindigkeit zwischen a; und as ist. Fiir
diese gilt nach 1.2 (d) (*)
1 _ _ {@1(0),2(0))

1 — (vre1/c)? c?
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(e) BEMERKUNG. Eine einheitliche Beschreibung des Energieimpuls—Feldes von
materie— und lichtartigen Teilchen ldsst sich durch folgende modifizierte Teil-
chendefinition erhalten: Ein Teilchen der Masse m > 0 ist eine zukunftsge-
richtete Kurve 8 in der Raumzeit M mit (6, B) = —m?c. Hierist P = 8
das Energieimpuls—Feld des Teilchens. Materieteilchen sind dabei durch m > 0
ausgezeichnet. Diese sind nicht durch die Eigenzeit parametrisiert; das zugeord-
nete, durch die Eigenzeit parametrisierte Materieteilchen im Sinne von 1.1 (c)
erhalten wir mittels a(7) := 8(7/m), vgl. [82] 3.8. Die lichtartigen Teilchen mit
m = 0 besitzen keine Umparametrisierungen mit einem Eigenzeit—Parameter,
wie schon in 1.1 (d) erwéhnt wurde.

1.5 Gravitation als Kriimmung

(a) EINSTEINs Ausgangspunkt fiir die Schaffung der allgemeinen Relativitéits-
theorie war die Einsicht, dass Schwerkraft im Sinne der klassischen Mechanik
lokal wegtransformiert werden kann, vgl. [84] 9.4. Diese Aussage ergibt sich aus
der Raumzeit—Geometrie wie folgt: Ist « ein frei fallendes Materieteilchen, so
kénnen wir nach §9:4.2 (d) Koordinaten mit

gin(a(7)) = i, Ty (a(r) =0

wihlen (Fermi—Koordinaten). Die geodétische Differentialgleichung geht dabei
iiber in

#(r) =0 (j=1,2,3,4).

In diesem lokalen Inertialsystem ldngs « ist also keine Schwerkraft vorhanden,
die Bewegung erfolgt gleichférmig. Bei vorhandener Kriimmung lédsst sich dieses
Inertialsystem nach §9:3.4 (¢) jedoch nicht auf eine Umgebung ausdehnen, d.h.
es gibt kein Koordinatensystem (U, x) mit

gik =ik, ) =0 auf ganz U.

(b) Wir stellen eine Beziehung zwi-
schen der relativen Beschleunigung
von benachbarten Teilchen und der
Kriimmung der Raumzeit her. Um
diese aufzustellen,betrachten wir ein
frei fallendes Teilchen « : I — M
und ein zu & orthogonales Jacobifeld
X langs «, d.h.

X + Rm(X,d)a = 0,

(X,d4) = 0.



334 §10 Grundkonzepte der Relativitdtstheorie

Nach §9:5(a) sind die durch 7 — as(7) = exp,(,(sX (7)) fir |s] < 1
gegebenen Kurven naherungsweise zukunftsgerichtete, zeitartige Geodétische,
stellen also ndherungsweise frei fallende, zu o benachbarte Materieteilchen dar.

Wir nennen deshalb ein solches Jacobi—Feld X € Va ein frei fallendes Nach-
barteilchen von «.

Ein aus einem Raumschiff « mit abgeschaltetem Antrieb ausgestiegener Astro-
naut kann als Beispiel fiir ein frei fallendes Nachbarteilchen von a angesehen
werden.

Fiir ein frei fallendes Nachbarteilchen X von « folgt
(Rm(X,a)d, &) =0

nach §9:3.4 (c), also gilt
X(r) = —Rm(X(1),&(7))a(r) € a(r)*.

Hiernach ist X (7) nach §9:1.1 raumartig und héngt nur vom relativen Positi-
onsvektor X (7) ab. Wir interpretieren X (7) als Beschleunigung des Nachbar-
teilches X relativ zu a zum Zeitpunkt 7.

Als Ma$ fiir die Stiarke des Gravitationsfeldes fithren wir fiir jeden momentanen
Beobachter (p,u) im Punkt p der Raumzeit M den Gezeitenkraft—Operator
K, ein durch

Ky:u" —ut, v —Rm(v,u)u.

Dieser ordnet also nach den vorangehenden Argumenten jedem relativen Orts-
vektor v € ur den relativen Beschleunigungsvektor von frei fallenden Nachbar-
teilchen mit X (7) = v an der Stelle v zu.

€1

SATZ. Ky :ut — ul st ein symmetrischer linearer Operator,

(Kyv,w) = (v, Kyw)
fir v,w € ut. Weiter gilt
Spur K, = —Rc(u,u).
Hierbei ist Rc der in §9:3.5 eingefiihrte Ricci—Tensor.

Der BEWEIS ist eine leichte [A] unter Verwendung der Identitéiten §9:3.4 (d)
des Kriimmungstensors.

Nach Definition des Gezeitenkraft—Operators K, gilt somit fiir jedes frei fallende
Nachbarteilchen X von o

X(r) = Ko X(7).
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Daher kann K, (r) durch Messung von Relativbeschleunigungen bestimmt wer-
den. Nach §9:6.1 ist hierdurch auch der Kriimmungstensor langs a festgelegt.
Somit lisst sich der Riemannsche Kriimmungstensor einer Raumzeit prinzipiell
durch Messung von relativen Beschleunigungen bestimmen, vgl. auch [84] § 10,
16.10.

1.6 Rotverschiebung

Gegeben seien zwei Beobachter ao,
in einer Raumzeit M und ein Licht-
strahl S zwischen den beiden Ereignis-
sen po = ao(70), p1 = aa(t1), wobel wir
wieder 79 = t1 = 0 annehmen diirfen.

b1

Der Rotverschiebungs—Parameter wird S
auf zwei Weisen eingefithrt. Bei der
ersten Definition verwenden wir die
Einstein—Relation £ = hv, bei der
zweiten synchronisieren wir die beiden
Beobachter durch verbindende Licht-
strahlen.

Do

Qo aq

(a) Der Lichtstrahl S sei durch das Stiick ~ : [0,a] — M einer lichtartigen
Geodétischen gegeben (vgl. 1.1(d)), und es gelte po = ao(0) = v(0), p1 =
a@1(0) = ~y(a). Nach 1.4 (b) ergibt sich fiir die von o, @1 gemessenen Frequenzen
Vo, V1

Ey 1. By 1

voo= 5> = —3(10),4(0), n = = = —7{j(a),a(0)).

Der Rotverschiebungs—Parameter z von (ao,po) und (ai1,p1) ist definiert
durch die relative Frequenzénderung

. w—n _ @_ _ <"}’(0),d0(0)> _
— s T Bm)

Die Zahl ist unabhéngig von der S darstellenden Geodétischen 7, denn fiir eine
andere Darstellung 7 : [0,a] — M von S folgt nach §9:4.2 (a), dass

N

v(s) =7(bs) mit b=

woraus sich “(s) = by(bs) und damit die Gleichheit der Skalarprodukt—
Quotienten ergibt.

Rotverschiebung im engeren Sinn bedeutet, dass die empfangene Frequenz v
kleiner als die ausgesandte Frequenz vy ist, also z > 0.
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(b) Wir synchronisieren oo und ai

durch einen C*°-Diffeomorphismus a1 (h(r))

h:l—ee[—J a1(0)
(J eine Intervallumgebung von 0) mit
h(0) = 0, h > 0, indem wir fordern,
dass o(7) und a;(h(r)) fir |7| < e
durch genau einen Lichtstrahl S, ver-
bindbar sind. ao(r)
Parametrisieren wir die zugehorigen ao(0)
Stiicke der lichtartigen Teilchen durch
s € [0, 1], so wird die Konfiguration be-
schrieben durch eine C*°—Abbildung

A:0,1] X |—e,e[ = M, (s,7)— A(s,7) mit
A(0,7) = ao(r), A(l,7) = ai(h(r)),
s+ v,(s) = A(s,7) ist ein lichtartiges Teilchen fiir |7| < e.

Die Eigenzeit—Verzerrung zsyn dieser Synchronisation definieren wir durch

1+ zgyn = lim M

7—0 T

= h(0).

Diese Eigenzeit—Verzerrung stimmt mit dem Rotverschiebungs—Parameter iiber-
ein:
SATZ. Es gilt z = Zsyn.

BeEwEIs. Die Schar {7-} besteht aus lichtartigen Geodétischen. Nach §9:5 (a)
ist deshalb

_ Or(s) _ oA
X(s) == 5 lszo = 37 (s,0)
ein Jacobi-Feld langs v := 0. Weiter gilt
0A .
X(0) = 52(0,0) = 0(0),
0A . ; .
XA) = 57 (1,0) = (e10h)(0) = h(0)61(0),
0A 2 . . . .
|55 | = 157 @I7 = Grls)3e(s) = 0 far |7l <.

Nach dem GAuss—Lemma §9:5 (c) folgt (X, ) = const, also

(@0(0),4(0)) = (X(0),%(0)) = (X(1),5(1)) = h(0)(cx(0),7(1))
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und damit

1+22M:h(0):1+zsyn. o

(¥(1), 61(0))

(¢) Ein Modell fiir ein terrestrisches Rotverschiebungsexperiment.
PoOUND und REBKA fiihrten 1960 ein Experiment zur Messung der Rotverschie-
bung durch, bei welchem —Strahlen von einem Target am Boden eines Turms
zu einem Target in der Spitze des Turms gesandt wurden. Der Abstand beider
Targets betrug h = 22.6 m. Ein momentaner Beobachter (p,u) in der Hohe ho
(0 < ho < h), aufgefasst als ein im Turm frei fallendes Teilchen, beschreibt die
Konfiguration im Minkowski-Raum V = T, M als Inertialsystem wie folgt:

(1) Die y—Strahlen sind lichtartige Ge-
raden, weil in diesem Inertialsystem die
Gesetze der Elektrodynamik gelten.

(2) Die beiden Targets ao, a1 sind
mit der Erdbeschleunigung g relativ zu
7 +— B(1) = Tu nach oben (in der
linksstehenden Figur nach rechts) be-
schleunigte Kurven.

Nach 1.2 (e), Aufgabe 1 sind dann «o,
a1 Hyperbeln

Qo = Qg,—hg, Q1 = Qg,hy

mit hi1 = h — ho in der von ey = ¢ tu

und dem auf der Erdoberfliche senkrechten Einheitsvektor e; € ut aufgespann-
ten Ebene in V.

Der Punkt pg = ao(0) = —hoer ist mit genau einem Punkt p; auf a1 durch
einen y—Strahl verbindbar (etwa dargestellt durch s — (s) = seq+ (s —ho)e1)
und fiir den zugehorigen Rotverschiebungsparameter z ergibt sich unter der
Annahme |z| < 1

~ A _ gh
ZNl—&—zicQ'

Der Wert z = gh/c? = 980-2260/(3-10'°)? = 2.46-10™*° wurde in dem Experi-
ment und durch nachfolgende Experimente mit ansteigend grosser Genauigkeit
gemessen, siehe [84] 15.5, [88] §38.5.

Hétten wir ein erdfestes Inertialsystem zugrunde gelegt (rechtsstehende Figur),
so hétte sich der Wert z = 0 ergeben.

Dieses Experiment zeigt, dass ein frei fallendes Bezugssystem in guter Ndherung
ein Inertialsystem ist, ein erdfestes System dagegen nicht.
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1.7 Tragheitsachsen
Im Folgenden verwenden wir geometrische Einheiten und setzen ¢ = 1.

(a) Sei « ein Beobachter in einer Raumzeit M. Unter einer Trigheitsachse
(Kreiselachse) von a verstehen wir ein Vektorfeld X lings a mit den Eigen-
schaften

-

(*) X =0 und (X,a) = 0,
wobei X die kovariante Ableitung lings o ist (§9:4.1) und
Y —Y = Y+ (Y,a)&, Va— Va

die punktweise ausgefiihrte Projektion auf die Ruhebenen von «, vgl. 1.2 (c).

Nach der ersten Bedingung in (*) verschwindet also fiir den Beobachter o der
rdumliche Anteil des Geschwindigkeitsvektors von X, was die rdumliche Fixie-
rung der Kreiselachse bedeutet.

Wir geben den Bedingungen () die Gestalt einer modifizierten Parallelverschie-
bung lings «, die wir in der Form DrpX = 0 schreiben wollen. An den hierzu
einzufithrenden Differentialoperator

Dr :Va — Va
stellen wir die Forderungen:
(1) Dp ist additiv und geniigt der Produktregel,

Dr(X+Y) = DpX 4 DrY, Dr(fX) = fX+ fDrX,
(2) Dra = 0,

(3) (X,4) = 0 — DpX = X.

SATZ. Es gibt genau einen Operator Dp : Va — Va mit den Figenschaf-
ten (1)—(3), genannt die Fermi—Ableitung oder Fermi—Walker—Ableitung
lings a. Dieser ist gegeben durch

DrX = X + (X,&)a — (X,&)a  fir X € Va
und erfillt die Skalarproduktregel
(4) (X,Y) = (DpX,Y)+ (X,DpY).

Ein Vektorfeld X € Va heifit Fermi—parallel lings «, wenn DpX = 0
gilt (FERMI 1922, WALKER 1932). Fermi-parallele Vektorfelder X,Y € Va
erhalten nach (4) das Skalarprodukt.
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Ist X € Va Fermi-parallel und gilt (X (o), &(to)) = 0 zu einem Zeitpunkt

to, so gilt fiir alle Zeiten (X,&) =0 nach (4) und X = DX =0 nach (3),
d.h. X ist eine Tragheitsachse.

Ist der Beobachter frei fallend, so stimmt wegen & = 0 die Fermi-Ableitung
DrX mit der kovarianten Ableitung X lings « iiberein. In diesem Fall ist jede
Triagheitsachse léngs « parallel verschoben.

BEWEIS.

(i) Der im Satz angegebene Ausdruck fiir D geniigt den Rechenregeln (1)-(4)
([TA] mit Hilfe der Rechenregeln §9:4.1 fiir X).

(ii) FEindeutigkeit von Dp: Sei Dp : Va — Va ein Operator mit den Ei-
genschaften (1),(2),(3). Wir zerlegen jedes Vektorfeld X € Va orthogonal:
X=X%+X mit X°=—(X,d&) und (X,d&) =0. Aus (1),(2) folgt dann

DrX = Dp(X°a+X) = X%+ X°Dra+DrX = X%+ DpX
= —(X,d4)'a + DpX.
Mit (&, &) = —1, (&, &) =0 ergibt sich

X = (X+(X,0)d) = X+ (X,&) a+ (X,d)d,

(X,0) = (X,6) = (X.4)' = —(X.d).
Fiir Y :=X gilt (Y,a)=0. Nach (3) folgt DFY:§;. Somit folgt

-

DX =V = V4 (V.a)a = X + (X, a)a
= X +(X,a)"a + (X,a)a — (X,d)a.
Damit erhalten wir
DrX = X 4+ (X,&)d — (X,&)a. m
(b) SATZ. Fiir jeden Beobachter o : 1 — M hat das Anfangswertproblem

1)}7‘)(:07 X(T())ZU()

zu gegebenem 1o € I, uo € To(ro)M genau eine Lisung X € Va.

Der BEWEIS ergibt sich mit den gleichen Argumenten wie der fiir parallele Vek-
torfelder in §9:4.2(c).

Jeder Beobachter «: I — M kann hiernach mit einem Orthonormalsystem von
Triagheitsachsen FE1, F2, E3 € Vo versehen werden (etwa realisiert durch Krei-
selkompasse), denn nach Fixierung von 7o € I und Ergénzung von eg := &(70)
zu einer Orthonormalbasis e, e1, €2, €3 von Ty (r,yM (wir verwenden geometri-
sche Einheiten) gibt es lings o Fermi—parallele Vektorfelder Eo, F1, E2, E5 mit
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E;(10) = e;. Fiir diese gilt Eo = & und (F;, Ex) = (Ei(10), Ex(10)) = (ei, ex) =
Nik, somit

(Ei,Ey) = 6 fiir i,k>1 und (E;,é) =0 fiir i > 1.

Mit Hilfe der Exponentialabbildung lassen sich hiermit Fermi—Koordinaten in
einer Umgebung des Beobachters einfithren, vgl. §9:4.2 (c).

(¢) Die Thomas—Prizession. In einer Minkowski-Raumzeit V sei eine Or-
thonormalbasis e, ..., es mit einem zukunftsgerichteten, zeitartigen Vektor eq
gewahlt. Sei o ein Materieteilchen in V' der Gestalt

a(t) =7 (Teo + 7 cos(wr) er + 7 sin(wr) ez) mit y= (14 riw?) "2,

wobei 7,w > 0 Konstanten sind. Fiir den Beobachter ¢ +— [((t) = teg be-
schreibt das Teilchen also eine Kreisbahn in dessen Ruhebenen. Projizieren wir
alle Ruhebenen auf die Ebene eg, so wird dort der Kreis

a(r) =~r (cos(wr)er + sin(wT) e2)

durchlaufen.

Wir bestimmen eine Trigheitsachse X (1) = &*(7)e; von a und lésen hierzu

die Gleichungen
) (X,&) =0,

* . .

0 = DrpX=X+{X,0)a — (X,a)a = X —(X,d)a.

Mit der Abkiirzung & fiir £(7) gilt

Q
~
\‘
N
|

~ (eo — rw sin(wT) e1 + Tw cos(wT) 62) ,
a(r) = —yrw’ (cos(wT) e1 + sin(wT) 62) ,
(X(1),a(r)) = ~ (—50 — rw sin(wr)€' + rw cos(wT)EQ) ,

(X(1),a(r)) = —yrw® (cos(cuT)ﬁ1 —|—sin(w7)§2) :

Hiermit ergeben sich die Gleichungen (%) in der Koordinatendarstellung:
& = rw (— sin(wr)e' + cos(wr)£2) ,

-0

)
(2) = —7*rw’ (cos(wr)g" + sin(wr)€?) |
3) & = ¥*r’w’ (cos(wr)€' + sin(wr)€?) sin(wr)
(4) & = —4*%° (COS(WT)§1 + sin(WT)fz) cos(wt)
(6) & =o.
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Das DG-System (3),(4) kann separat gelost werden: Fiir

n' := cos(wr)E" + sin(wr)€?, n? :=sin(wr)E" — cos(wr)€?
ergibt sich das DG—System

.1 2 .2 2 2

n o= —-wn, no o= "7wn
mit den Losungen

n' (1) = a cos(ywr) + b sin(ywT),
n*(1) = —vb cos(ywT) + va sin(ywT) (a,b Konstanten).

Bei der Wahl a = 1, b = 0 erhalten wir hieraus
' (1) = cos(qywr) cos(wr) + 7 sin(ywr) sin(w),
(1) = cos(ywr)sin(wr) — 7 sin(ywr) cos(wT).

Die Gleichung (1) ist mit den restlichen konsistent.

Mit der Periode T := 27 /w der Klieisbahn a ergibt sich fiir den beziiglich des
Beobachters # raumlichen Anteil X von X

— —

X(0)=e, X(T)= (cos(27w) — 1) e1 — v sin(2my) ez .

Der rdumliche Anteil der Trégheitsachse verschiebt sich somit nach einem Um-
lauf um

—

X(T) - X(0) = (cos(?ww) - 1) er — 7y sin(2my) ez .

Die Rotationsachse des Elektrons im Wasserstoffatom zeigt ein solches Prézes-
sionsverhalten, genannt die Thomas—Pr#zession; siehe [88] §6.6, Ex.6.9.

1.8 Stationire und statische Raumzeiten

(a) Unter einer lokalen Isometrie einer Raumzeit M verstehen wir eine C*°—
Abbildung ¢ : U — M auf einer Umgebung U eines Punktes p € M, welche
die Lorentz—Metrik erhilt,

(dop(u),dpq(v)) ) = (u,v), fiir qeU, w,veTyM.

Hierbei ist dyq : TyM — Ty,qyM das Differential von ¢ an der Stelle g, vgl.
§8:2.3. Die Isometriebedingung ldsst sich in der kiirzeren Form

(¢'g)g =g, firale ucU
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schreiben, wobei ¢*g die mit der Abbildung ¢ zuriickgeholte Lorentz—Metrik
g= (-, ) ist, nach §8:4.4(c) definiert durch

(¢"8)q(u,v) = <d90q(“)ad¢q(”)>v(q) fir u,v € T¢M .

Fiir ein Vektorfeld V' auf der Raumzeit M gibt es nach §8:3.2(b) zu jedem
p € M genau eine, maximal definierte Lésung des Anfangswertproblems ¢(t) =
Vo), ©(0) =p, bezeichnet mit ¢ — ®,(p). Fiir die Eigenschaften der lokalen
Flussabbildungen ®; verweisen wir auf §8:3.2 (b).

SATz. Die lokalen Flussabbildungen ®, (|t| < 1) sind genau dann lokale Isome-
trien von M, wenn die Lie—Ableitung der Lorentz—Metrik g = (-, ) beziiglich
V' wverschwindet,

Lyvg = 0.
Die Lie-Ableitung von (0, 2)-Tensoren ist nach § 8:4.5% (a) definiert durch
(Lve)(X,Y) = V(g(X,Y)) —g(LvX,Y) —g(X, LvY)
= V(X,Y)—([V, X],Y) — (X, [V,Y]).
Mit Hilfe der kovarianten Ableitung (§8:3.1 (b)) ergibt sich
(Lvg)(X,Y) = (DyX — [V, X],Y) +(X,DvY — [V,Y])
= (DxV,Y)+(X,DyV) fur X,Y € VM.

Ein Vektorfeld V € VM mit Lyg = 0, d.h. mit schiefsymmetrischem ko-
varianten Differential X +— DxV, heifit ein Killing—Vektorfeld oder eine
infinitesimale Isometrie von M.

In der Koordinatendarstellung ist ein Killing-Vektorfeld V = v7 0; nach
§9:3.2 (c) charakterisiert durch

Vive + View; = 0.

BEWEIS.
Nach §8:4.5% (b) besteht die Beziehung

N R
Lvg = thi% 7 (‘1% (8) — g)
bzw. ausgeschrieben

(Lve)p(u,v) = lim = ((d (u), dDy(v)) — (u,v))

t—0 t

fir pe M, u,v€Tp,M, vgl. §8:4.5%(b).
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Erzeugt V' lokale Isometrien, so folgt hieraus die Killing-Eigenschaft Ly g = 0.

Ist umgekehrt V' ein Killing—Vektorfeld, so betrachten wir fiir p € M, wu,v €
T,M und [s|] < 1 die Vektoren u := d®s(u), v := d®s(v). Aus dem
Exponentialgesetz ®;0P; = &5y folgt dPsodPy = dPs++ mit der Kettenregel
und daher

0 = (Log)@d) = lim 7 ((d®:(@).d0. () - @.5)
= lim (0040 (u), dPey i (0) — (A2 (), dP,(0)))

— f(9) mit f(s) = (d.(w), d(v))
Die Konstanz von s+ f(s) liefert die Isometrieeigenschaft der . O

Fiir Koordinatensysteme, fiir welche V' = 9y ein Killing—Feld ist, gilt
Oogir = 0.
Denn mit v = &), v; = gi;v° = gjo ergibt sich
0=Vivr + Vkv; = Qi — szvj + Okvi — Pi,ﬂ}j = 0igro + Okgio — QnggjO

=0igro + Okgio — (—0ogik + Oigro + Okgio) = Oogik -

(b) Fiir jedes Killing—Vektorfeld V' und jede Geoditische v auf M gilt der
Erhaltungssatz

<Vﬂ,(t) , "y(t)> = const.

Denn fiir Vi @t~ V4 gilt V, = DsV nach §9:4.1(a), Formel (3). Wegen
der Schiefsymmetrie von X — DxV folgt

Vo) = (Vo) + (Vo) = (Vauh) = (DsVid) = 0.

(c) Unter einem Bezugsfeld oder einem Beobachterfeld in einer Raumzeit
M verstehen wir ein zeitartiges, zukunftsgerichtetes Einheitvektorfeld U auf M.
Jede Integralkurve o : I — M von U (d.h. &(t) = Uy fir t € I) kann
wegen (&, &) = (Ua,Us) = —1 (bei Verwendung geometrischer Einheiten)
als Materieteilchen oder als Beobachter aufgefasst werden. Die zu p = a(to),
u = &(to) gehorige Ruhebene ist dann U, . Fiir ein Vektorfeld X € VM
bezeichnen wir die punktweise aufgefithrte Orthogonalprojektion X, — X, =
Xy + (Up, Xp)U, auf die Ruhebene U,  mit

X = X == X4+ (U,X)U.
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Ein Bezugsfeld U heifit wirbelfrei, wenn fiir alle zu U orthogonalen Vektorfelder
XY

(DyU,X) —(DxU,Y)=0
gilt, d.h. wenn
(DyU,X)—(DgUY) = 0 firalle X,Y € VM
gilt. In Koordinaten schreibt sich die Wirbelfreiheit
bl hi (Veuj — Viug) = B by, (Beuj — djue) = 0,
wobei die hf die Koeffizienten des Projektionstensors II sind,
o, = hlo;, hl = 6 +u.
SATZ. Ein Bezugsfeld U ist genau dann wirbelfrei, wenn durch jeden Punkt

p € M eine zu U orthogonale Hyperfliche N C M geht, d.h. wenn es eine
dreidimensionale Untermannigfaltigkeit N C M gibt mit p € N und

T,N LU, fir q€N.

Wirbelfreie Beobachterfelder besitzen also lokale Ruhflichen.

Der Beweis beruht auf einem Satz von FROBENIUS ([56] IV.8, [61] 14.2), wonach
durch jeden Punkt p € M genau dann eine solche Orthogonalfliche IV existiert,
wenn die Integrabilitdtsbedingung

[X,Y] LU fiir alle Vektorfelder X,Y LU
erfiillt ist. Diese ist dquivalent zur Wirbelfreiheit, denn nach §9:3.1(b) gilt

(DyU,X) —(DxU,Y) = Y(U,X)— (U DyX)— X{(U,Y) + (U, DxY)

(U,[X,Y]) fir XY LU.

(d) Eine Raumzeit M heifit station#r, wenn es auf M ein iiberall zeitar-
tiges, zukunftsgerichtetes Killing—Vektorfeld V' gibt. Hiermit wird eine Zeit—
Translationsymmetrie der Raumzeit beschrieben, vgl. (b).

Ist zusitzlich das zugehérige Bezugsfeld U = ||V||~'V wirbelfrei, so heiBt die
Raumzeit statisch.

Fiir den Fluss ®; eines beliebigen Vektorfelds V' gilt
d®:(Vp) =V, mit g = 0i(p)

aufgrund der Wirkung des Differentials auf Kurventangenten §8:2.3 und des
Exponentialgesetzes [7A].
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Ist daher V' ein zeitartiges Killing—
Vektorfeld auf M mit wirbelfreiem Be-
zugsfeld U = |V]|™'V, so wird jede
zu U orthogonale Hyperfliche N durch
den Fluss ®; von V wieder in eine zu U
orthogonale Hyperfliche Ny := ®.(N)
iibergefiihrt.

Dieselbe Konfiguration ergibt sich fiir
den Fluss des Beobachterfelds U: Ist
a ein Beobachter mit &(t) = Uaw),
a(0) = p, sogilt «a(t) = Pai(p) mit
a:= [Vl 7

Denn nach (a) ist ®; eine lokale Isometrie, fiir §(t) := ®¢(p) gilt also ||[Va|| =
[d®.(V})|| = ||Vp|| und somit B(¢) = a_lUg(t). Es folgt a(t) = B(at).

Salopp gesprochen sieht fiir jeden Beobachter von U das rdumliche Universum
»immer gleich® aus. Interpretieren wir die Integralkurven des Bezugssystems als
Materieteilchen einer Fliissigkeit, so deuten wir die Wirbelfreiheit als Abwesen-
heit von Rotation.

(e) Die Konfiguration von Flusslinien und Orthogonalflichen kann zur Kon-
struktion eines ausgezeichneten Koordinatensystems von M verwendet werden,
durch welches lokal die im folgenden Modell vorliegende Produktstruktur her-
gestellt wird.

Sei N eine dreidimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit mit Riemann—Skalar-
produkt (-, - )N und zugehériger Riemann—Metrik ds2,. Wir versehen die Pro-
duktmannigfaltigkeit M' = R x N = {p = (t,q) | t € R, ¢ € N} mit der
Lorentz—Metrik

(u,v), = —AQu’® + (@, 7)}

fir p=(t,q), u=(u’@), v= ("7 €T,M = TR xT,N mit A(q) >0,
wofiir wir symbolisch schreiben

ds*> = —A(qQ)dt® + dsx.

Fiir diese Raumzeit ist leicht Folgendes zu sehen:
(i) V := 0, ist ein Killing—Vektorfeld mit dem Fluss

Q:(p) = (s +t,q) fiir p=(s,9).

(ii) Das zugehérige Beobachterfeld U = ||0;]|~'0; = A™Y/29;, ist wirbelfrei.

(iii) Die Hyperflichen Ny := {t} x N werden von den Flusslinien orthogonal
durchsetzt, und die Projektion (¢, q) — ¢ ist eine Isometrie zwischen Ny und N.

Wir nennen M’ die statische Standard—Raumzeit.
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2 Die Feldgleichungen
2.1 Motivation der Feldgleichungen

(a) Wir beginnen mit der klassisch-mechanischen Beschreibung einer idealen
(d.h. nicht z&hen) Fliissigkeit unter dem Einﬂuss eines Gravitationsfeldes mit
Potential ® beziiglich eines Inertialsystems (t, zt, 2? 1: ) Die Massendichte o,
der Druck p und das Geschwindigkeitsfeld v = (v ,v%,v%) sind durch die fol-
genden Gleichungen miteinander verbunden, wobei die Operatoren V, div und
A im herkémmlichen euklidischen Sinn zu verstehen sind:

Die Newtonsche Gravitationsgleichung lautet im cgs—System
(1) —-AP = 47Gp

mit der Gravitationskonstanten G, und die Euler—Gleichungen der Massen— und
Impulserhaltung besagen nach Bd. 1, §26:6

12
a—l—dlv(gv) = 0,

ov 3., Ov
<8t+z x)—l—Vp—QV(ID.

(2)

Wir geben diesen Gleichungen formal eine relativistische Gestalt, wobei wir die
Zeitkoordinate t durch ° = ct ersetzen. Mit ©° := ¢ lauten die Gleichungen
(2) in Komponentendarstellung

3
doov® + Y Ik(ev*) = 0,

09ov'v® 4+ > VOt + Bip = 08P (i=1,2,3).
k=1

Aquivalent hierzu sind die Gleichungen
3

> Okl(ev™*) = 0,

3
Z@k(gvivk+p5ik) = 00;® (i=1,2,3)

bzw.

3
N oT* = 00;@  (i=1,2,3)
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mit den Koeflizienten

) ovf +p&*  fir i,k>1,

(3) 1" = ,
oviv” sonst.

Wir setzen voraus:

|B| < ¢, |00®| < |V®|, |7l <e, p<c®, o ist beschriinkt.

Dann lassen sich die Terme ¢ 9;® in (2) ndherungsweise durch die Christoffel-
Symbole der Metrik

(*)  gix = Nir +2¢ D8 6y

darstellen: Mit den Naherungen g, ~ i, g** ~ n** folgt nach §9:3.1 (c)
TS, TSy, T9% ~ —c 28,® ¢=1,2,3), I‘fk ~ (0 sonst.

Wir zeigen nun, dass sich die Euler-Gleichungen (2') in der Form

2" VT*~0 (i=0,1,2,3)

(wieder unter Verwendung der Einsteinschen Summationskonvention) darstellen

lassen; hierbei ist die Divergenz ViT°F = 9T + I‘}W-T]k + I‘EjT”, beziiglich

der Metrik (%) nach 3.2(c), (d) definiert. Bei Vernachldssigung der fast ver-

schwindenden Terme bleibt

Vi, TO% ~ 9,7,

Q

T ~ 0.T* — 20,00 = 0.T" — 00;® fiir i=1,2,3,

womit (2’) in (2”) iibergeht.
Die Gravitationsgleichung (1) erhélt mit (*) und (3) die Form
(1Y —Agoo = —2¢72A® = 81 Gc %0 = 87 G Ty

Die linke Seite —Aggo ldsst sich durch Kriimmungsterme der Metrik (x) aus-
driicken. Nach §9:3.5 (b) ergibt sich fiir die Koeffizienten des Ricci-Tensors

1
Rij = 5 - (&-Gkgjz + 0;0egix — 0:0;gre — 3k3£gij> ;

wobei wir aufgrund der gemachten Kleinheits—Annahmen die quadratischen Ter-
me I'.. I'.. vernachléssigt haben. Hieraus folgt mit §9:3.3 (c)

; 1
(4) Roo = — nlkaiakgoo = _5 Agoo ,

N —

2 1

3
>
k=
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(5) R = ginij ~ ninij ~ —Agoo.

Wir fassen zusammen: Geben wir den Gleichungen idealer Fliissigkeiten formal
eine relativistische Gestalt mit der Lorentz—Metrik (), so bekommen die Er-
haltungsgleichungen (2) die Form ViT"* = 0, und die Gravitationsgleichung
(1) ldsst sich schreiben als Roo = const - Tog = const - p. Letztere stellt ei-
ne Beziehung zwischen einem Kriimmungsterm und der Massendichte her; der
Kriimmungsterm Roo = 7%Ag()0 ist dabei aus den zweiten Ableitungen der
Lorentz—Metrik gebildet.

(b) Fiir die Feldgleichungen der allgemeinen Relativitéitstheorie postulieren wir:

e Das Materiefeld wird durch einen symmetrischen, divergenzfreien (0,2)-
Tensor T' beschrieben,

Tik = Tk, VT =0.
e Die Kopplung von Gravitationsfeld g und Materiefeld wird durch eine Ten-
sorgleichung
Gir = kTi,

hergestellt, wobei in die Koeffizienten G;; nur nullte, erste und zweite Ab-

leitungen der metrischen Koeffizienten eingehen und x eine Konstante ist.
Beide Postulate fithren hiernach zu der Aufgabe, alle symmetrischen, diver-
genzfreien (0,2)-Tensoren G zu finden, die in der genannten Weise aus der
Lorentz—Metrik aufgebaut sind. Zwei solche sind nach §9:3.5 der Einstein-
Tensor Gy = Rix — %R gir (bzw. in invarianter Schreibweise G = Rc — éRg),
sowie nach dem Ricci-Lemma §9:3.2 (e) die Metrik g selbst. Dass hierdurch
alle in Frage kommenden Kandidaten erfasst sind, besagt der folgende

Sarz (WEYL 1917, LOVELOCK 1972). Jeder symmetrische, divergenzfreie
(0,2)—Tensor auf einer vierdimensionalen Lorentz—Mannigfaltigkeit, der aus den
nullten, ersten und zweiten Ableitungen der Metrik gebildet werden kann, hat
die Gestalt

aG+bg bzw. aGik + bgik

mit Konstanten a,b.
Fiir den BEWEIS siehe [91] Ch. 2, 2.2.

Hiernach kénnen die Feldgleichungen nur die Form

mit Konstanten x, A besitzen.

EINSTEIN stellte die Feldgleichungen Ende 1915 auf. Vorangegangen war eine
lange Suche nach den Kriimmungstermen G;; auf der linken Seite; diese gestal-
tete sich deshalb so miihsam, weil EINSTEIN die zweite Bianchi—Identitéit und
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damit die Divergenzfreiheit des Tensors R;; — %R gir nicht bekannt waren. Fast
gleichzeitig leitete HILBERT 1915 die Feldgleichungen aus einem Variationsprin-
zip ab, siehe 3.1 (b). HILBERTs Beschiftigung mit diesem Problem wurde ange-
regt durch eine Reihe von Vortrigen in Gottingen im Sommer 1915, in denen
FEINSTEIN seine damals noch unvollstéindigen Ansétze fiir die Feldgleichungen
vorstellte; Ndheres zu dieser spannenden Geschichte siehe [88] §17.7, [122] 9,
12, 14, [120] IIL.4, IV.2.

Die Konstante A wird kosmologische Konstante genannt. Unter der An-
nahme A # 0 ist fiir den materiefreien Raum (7T, = 0) die sich anbietende
Minkowski-Metrik g;x = 7:x ausgeschlossen. Denn aus 0 = kT;x = Rix —
1R gik+Agirx folgt 0= 9% (R, — 1R gik+Agik) = —R+4A, also R =4\ #0.
In einer gekriimmten Raumzeit kann es aber nach §9:3.4 (c) kein Minkowski—
Koordinatensystem geben.

Die Konstante A spielt nur in kosmologischen Dimensionen eine Rolle; Abschét-
zungen zeigen, dass A sehr klein ist (JA| < 107°*cm™2). Wir setzen A = 0
mit Ausnahme von §11:2.4, wo wir ein kosmologisches Modell diskutieren, in
welchen A (bis auf einen Faktor) die Rolle einer Nullpunktsenergiedichte des
Universums spielt, siehe [91] Ch. 2, 2.2.

Die Kopplungskonstante « in den Feldgleichungen kann durch Betrachtung
des Newtonschen Grenzfalls bestimmt werden ([84] 12.9, [93] 7.1). Hierbei
wird in den Feldgleichungen eine Lorentz—Metrik der Gestalt (*) zugrunde ge-
legt. Aus (4), (5) und den Einsteinschen Feldgleichungen mit A = 0 ergibt sich
einerseits

KToo = Goo = Roo — 3R goo ~ Roo — 5 R1oo = Roo + 3R ~ —Agoo ,
andererseits gilt nach der Newtonschen Feldgleichung in der Form (1')
—Agoo = 871G 074T00.

Daher muss gelten

_ 8rG

T = 2076:107" g™ rem ™" 57

bzw. in den meistens verwendeten dimensionslosen geometrischen Einheiten
K = 8m.
(c) Eine dquivalente Form der Feldgleichungen ist

Rec = 87 (Tf%fg) bzw. R;, = 87 (Ti f%fgik).

mit T := C(T) = ¢**T;,. Die Aquivalenz ergibt sich unter Beachtung von
9% gir, = 61 = 4 jeweils durch Spurbildung mit dem Ergebnis R = —8xT.
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Ein Raumzeit—Gebiet mit verschwindendem Energieimpuls—Tensor wird Vaku-
um genannt. Im Vakuum gilt Rc = 0 bzw. R;x = 0 nach der zweiten Form der
Feldgleichungen.

2.2 Die Feldgleichungen fiir ideale Fliissigkeiten

(a) Eine ideale Fliissigkeit in einer Raumzeit M ist gekennzeichnet durch ein
Tripel (U, e, p), bestehend aus einem zukunftsgerichteten, zeitartigen Einheits-
vektorfeld U € VM und Skalarfunktionen e,p € FM; hierbei sind U das
Geschwindigkeitsfeld, ¢ die Energiedichte und p der (isotrope) Druck
der idealen Fliissigkeit.

Der Energieimpuls—Tensor der idealen Fliissigkeit ist die symmetrische 2—
Form (in geometrischen Einheiten)

T = (+pldU +psg,
d.h. nach §8:4.1(d), §9:2.4(a)

T(X,Y) = (e+p){U,X){U,Y)+p(X,Y) fir X,Y € VM.
In Koordinaten lautet dieser

T = (e +Dp)usur + Dgik

bzw. in metrisch dquivalenten Darstellungen (§9:2.4 (a))

k

TF = (e+pud + psf, T = (e+pu's® + pg™.

Bei Verwendung des cgs—Systems ist der Term e + p durch 072(5 +p) zu
ersetzen. Im Fall p = 0 nennen wir die ideale Fliissigkeit Staub.

Der Energieimpuls—Tensor enthélt alle Informationen iiber die Materie: Energie-
dichte, Impulsdichte und den Spannungstensor, siehe [88] §5.2-5. Die einfache
Gestalt des Spannungstensors beruht wie in der klassischen Mechanik darauf,
dass bei idealen Fliissigkeiten nur normale Oberflichenkrifte auftreten, vgl.
Bd.1, §26:6.4. Den Zusammenhang mit dem Energieimpuls—Vektor von Mate-
rieteilchen stellen wir in (c) her.

(b) Aus den Feldgleichungen
G = 8&nT bzw. Gix =87 Tk

folgt fiir ideale Fliissigkeiten mit der in 2.1 (b) festgestellten Divergenzfreiheit
des Einstein—Tensors,

divG =0 bzw. V*Gu =0,
notwendig die Divergenzfreiheit des Energieimpuls—Tensors

divT =0 bzw. V*Ty =0.
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SATZ. Die aus den Feldgleichungen folgende Divergenzfreiheit des Energieim-
puls—Tensors der idealen Flissigkeit ist dquivalent zu den Bedingungen

(1) Ue+(e+p)divU = 0,
(2) (e4+p)DuU+Vp = 0.

Jede Integralkurve a des Geschwindigkeitsfeldes U nennen wir einen mitge-
fiihrten Beobachter der idealen Fliissigkeit. Aus & = U, folgt & = (Uas) =
DU = (DyU)s (nach §9:4.1(a)), wir nennen deshalb DyU das Beschleu-
nigungsfeld von U.

Schreiben wir € und p anstelle von € o @ und p o «, so liefern die Gleichungen
(1) und (2) ldngs der mitgefiihrten Beobachter

(1) é+(e+p(divU)a = 0,

) (e+p)i+(Vpa = 0.

Die Gleichungen (1’), (2') stellen Bewegungsgleichungen fiir die ideale Fliissig-

keit dar, sie ergeben sich bemerkenswerterweise als Folge der Feldgleichungen.

Im Fall von Staub (p = 0) kann (1’) als Erhaltungsgleichung div(sU) =0 ge-
schrieben werden. Gleichung (2’) besagt, dass die Materieteilchen in Raumzeit—
Gebieten mit nicht verschwindender Energiedichte frei fallend sind.

BEWEIS.

Mit der Vereinbarung, dass Vi immer nur auf den néchstfolgenden Term wirken
soll, gilt nach §9:3.2(c) und aufgrund des Ricci-Lemmas §9:3.2 (e)

0 = ViT% = Vi ((e+pu'n" +pg™)

Vi (e + p)uin® + (e + p)Veru'uF + (e + p)uiViu® + Vip gt*

= (Ve + (e + p)Viu") v’ + (e + p)u"Viu' + Vip g™ + v Vipu' .
Unter Beachtung von
(Vepg™ +u*Vipu') 8; = Vp+ (Vp,U)U = Vp
bedeutet dies in invarianter Schreibweise
(Ue + (e + p)divU)U + (e + p)DyU + Vp = 0.
Wegen (U,U) = —1 gilt 0=U(U,U) = 2(DyU,U), somit liefert die Ortho-

gonalzerlegung des links stehenden Ausdrucks die Gleichungen (1) und (2).
O
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Driicken Sie fiir einen momentanen Beobacher (g,v) die Werte T, (v, v)
und Ty (v, w) fir w € v* gemaB 1.4 (a) mit Hilfe der an u := U, beobachteten
Relativgeschwindigkeit e aus.

(c*) Die folgende Uberlegung soll plausibel machen, dass beim kontinuierlichen
Materiemodell der Energieimpuls durch eine quadratische Form dargestellt wer-
den muss.

Eine Schar von Materieteilchen sei gegeben durch die Integralkurven eines zu-
kunftsgerichteten, zeitartigen Einheitsvektorfeldes U. Des Weiteren sei eine posi-
tive Dichtefunktion v : M — R gegeben, die Teilchendichte. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass alle Teilchen die gleiche Masse m besitzen; P = mU
ist dann gemif 1.4 (a) das Energieimpuls—Feld der Schar.

Jeder momentane Beobachter (g, v) misst nach 1.4 (a) von dem durch g laufen-
den Teilchen die Energie

(3) By = —(Pgv) = —m{Uqg,v).

3 . .
Das Volumen eines Spats © = {> t'v; | 0 < ' <1, i = 1,2,3} in der
i=1
Ruhebene v+ legen wir durch
V() = /det((vs, vr))

fest. Mit Hilfe der Teilchendichte v lasst sich fiir jedes Hyperflachenstiick S € M
eine Teilchenzahl N*(S) definieren (darstellbar durch ein Integral | sV dv3, was
wir hier aber nicht tun wollen). Wesentlich ist hierbei die Beziehung

1 ) N3(%)
lim ——=.
(Ug,v) vi)—o V3(X)

4 vl = -

Machen Sie sich plausibel, dass fiir jeden (hinreichend kleinen) Spat ¥ C
v® und dessen Projektion % auf die Ruhebene u™ des mitgefiihrten Beobachters
u = U, die Beziehung

Uy ) VEE) T vs(s)

1 N}Z) N3
5

besteht.

Nach (3) und (4) ist fiir einen kleinen Spat ¥ C wv* die vom Beobachter
(g, v) gemessene Gesamtenergie der durch ¥ tretenden Teilchen néherungsweise
N3(2)Ey ~ —mN?*(Z){Uy,v) und die zugehdrige Energiedichte daher

N3(Z)E
lim ——2t
V-0 Vi)

~

3
= —m(Ug,v) lim N (&

— 2
V3(2)—0 V3(Z) - mV(q)<Uq,v> .
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Die vom Beobachter (q,v) gemessene Energiedichte ist somit ein in v quadrati-
scher Ausdruck; wir bezeichnen diese mit

Ty(v,v) = ¢ (Uq,v)z,

wobei wir € = mv setzen. Es lédsst sich zeigen, dass die Fortsetzung dieses
Ausdrucks auf alle Vektorfelder nur auf eine Weise moglich ist mit dem Ergebnis

T(X,Y) = (U, X){U,Y).
Fiir die prizise Fassung der hier angedeuteten Argumente verweisen wir auf [80]
5.1, [92] Ch.1V, §1, [68] p. 337-9, [82] 3.01, 3.3.

2.3 Der Energieimpuls—Tensor des elektromagnetischen Feldes

Wir setzen voraus, dass M eine orientierte Raumzeit ist. Die Ruhebene ut jedes
momentanen Beobachters (p, u) wird orientiert durch folgende Vorschrift: Eine
Basis v1,v2,v3 von u’ heiBt positiv orientiert, wenn es um p eine positiv
orientierte Karte = gibt, fiir welche 9,|p, = v mit v :=u gilt.

(a) Ein elektromagnetisches Feld in einer Raumzeit M wird durch eine
schiefsymmetrische 2-Form F € 7'M, den Faraday—Tensor, und ein Vektor-
feld J € VM, die Ladungsstromdichte, beschrieben, welche den Maxwell—
Gleichungen im Vakuum geniigen. Diese lauten in den Koordinaten Fj; von
Fund F* =ggkF;, von F* (vgl. §9:2.4(c))

ViFjk + ViFri +ViFij = 0,  WF* = 4nJ".
Aus diesen ergibt sich der Erhaltungssatz
i 1 ik
Vi = —ViVik " = 0.
47
Die erste Gruppe der Maxwell-Gleichungen kann auch in der Form
OiFji + 0 Fri + OpFi; =0

geschrieben werden [UA]; mit Hilfe des Differentialformenkalkiils kénnen diese
in der knappen Form dF =0 geschrieben werden, vgl. §8:5.2.

Jeder momentane Beobachter (p,u) zerlegt den Faraday—Tensor in die elektri-
sche Feldstirke E € u", definiert durch

Fy(u,v) = <E,v> fiir alle v € u™,
und in die magnetische Feldstirke Be ut, definiert durch

Fy(u,w) = <§,wa> fiir alle v,w € u™ .
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In der Raum-Zeit—Zerlegung der Ladungsstromdichte J,
Jp = ou+J mit ceR, Jeut

heilen o die Ladungsdichte und J die Stromdichte.
Wihlen wir Normalkoordinaten um p mit dolp = u (§9:4.2(c)), so ergibt sich

0 —E'—-E?-E3 0 E' E?* E®

(Fy) = E' 0 B® -p? (F*) = -E' 0 B? -B?
¢ E?’-B®* 0 B' |’ —-E*-B®* 0 B! |’

E®* B2 —-B' 0 —-E®* B -B' 0

und die Maxwell-Gleichungen an der Stelle p erhalten mit t = z°/c = 2° die
bekannte Gestalt

—

. B . .
divB =0, %—t—i—rotE =0
disz47r0, f%—f+rot§ = 4nJ.

(b) Jedem elektromagnetischen Feld mit Faraday—Tensor F ordnen wir den
Energieimpuls—Tensor 7' zu, welcher in Koordinaten gegeben ist durch

1 /. 1 N
Ty = — (g *FiaFip — —girF bFab) :
47 4

SATZ. Fiir den Energieimpuls—Tensor T eines elektromagnetischen Feldes gilt:
(1) T ist symmetrisch und spurfrei (C(T) = g**Ty, = 0).
(2) T erfillt die schwache Energiebedingung

T(X,X) >0 fir alle zeitartigen Vektorfelder X .

(3) divT = FJ bzw. V*Tiy = FuiJ®.
Hierbei bedeutet F X fiir X € VM die 1-Form Y — F(X,Y).

BEWEIS.
(1) ist leicht nachzurechnen [U7A].

(2) Wir fixieren p € M und wéhlen eine Orthonormalbasis e, ..., es fiir T, M
mit eg = X,. Uber die im Folgenden doppelt auftretenden Indizes o, 8 > 1 ist
gemif der Summationskonvention von 1 bis 3, iiber die a,b dagegen von 0 bis
3 zu summieren.
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Wegen ¢** = n'* und Fi, = —Fy; ergibt sich, jeweils auf die Stelle p bezogen,
F®=0, F=—Fy., F*=F,;
und daraus
AnT(X,X) = 4nToo = g*"FoaFor — 2900 F* Fap
= FoaFoa + 5 (F®Fo0 + 2F " Foo + F*’ Fop)
= FoaFoa + 5 (—2F0aFoa + F**Fap)
= 1FoaFoa + 1FapFap > 0.
(3) Nach den Rechenregeln §9:3.2(c), (d), (e) gilt
VH(gin F™Fop) = g V¥ (FFa) = Vi(F*Fu) = 2FV;F,, also
47V Ty = V* (gameFkb - %gikFabFab)
= ¢V FiaFi + " Fia V¥ Fry — SF*V; Fuy .

Fir die zweite Summe ergibt sich mit der zweiten Gruppe der Maxwell-Glei-
chungen

G FiaV¥Fyy = FiaVilF'® = —Fio Vi F** = —AnFoJ* = 4AnF,J°.
Fiir den Rest liefert die erste Gruppe der Maxwell-Gleichungen
9V FioFyp — 3F"ViFay = FF*NiFiq — $F"V;Fop
= F"VyFiq + 3F"ViFap = 3F" (VsFia + VaFyi + ViFa) = 0,
letzteres durch zweimaliges Ausniitzen der Schiefsymmetrie. O

(c) Die Zerlegung des Energieimpuls—Tensors durch einen momentanen Beob-
achter (p,u) ergibt die Energiedichte

1, = _
Tp(u,u) = S;(IIEIIQHIBIIQ),

die Impulsdichte vt — R,

v = Tp(u,v) = fﬁ<ﬁxl§,w>

und den Maxwellschen Spannungstensor, welcher auf ub x ul gegeben
ist durch

Tp(v,w) = ﬁ(%(HE\F + HéHz) <v7w>—<E,v><E,w>—<§,v><§,w>) .
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(d) Wir bestimmen die Bewegungsgleichungen von elektrisch geladenem Staub.
Hierzu legen wir den Energieimpuls—Tensor

T = TStaub+TMachll

zugrunde; hierbei ist T5%"" = g w;uy, der Energieimpuls—Tensor des Staubmo-

dells (vgl. 2.2 (a)) und TM*¥!l wie in (b), wobei wir die Ladungsstromdichte
in der Form J = o U ansetzen mit der elektrischen Stromdichte o. Als Folge
der Feldgleichungen ergibt sich das Verschwinden der Divergenz von 7. Nach
(b) und 2.1 (b) gilt also mit der Abkiirzung a := Ue + edivU = div(eU)

0 = VkTik = au; +Eukaui —&—FMJ’“
= au; + Eukaui — UFikuk s
was in invarianter Schreibweise
(aU +eDyU,X) = oF(X,U) firalle X € VM

bedeutet. Wéhlen wir X = U, so folgt a = 0 wegen (DyU,U) = 0 und
F(U,U) = 0. Wir erhalten somit als Bewegungsgleichungen des elektrisch ge-
ladenen Staubs

div(eU) =0, &(DyU,X)=0cF(X,U) firalle X € VM
bzw. in Koordinatenschreibweise
Vi(eu') =0, e V' = o Fu; .

Fiir Staubteilchen (d.h. Integralkurven von U) mit Koordinaten 7 + z*(7)
bedeutet die zweite Gleichungsgruppe das Heaviside—Lorentz—Kraftgesetz

5(x’+l“gkxlx) = o F'%%,.

Die Beobachterzerlegung dieser Gleichung lautet bei Verwendung von Normal-
koordinaten mit den Bezeichnungen von (a)

ei = U<E,£>, er = U(JbOE+§x§).

3* Variationsprinzipien fiir die Feldgleichungen

3.1 Das Hilbertsche Wirkungsintegral

(a) Sei U ein Teilgebiet einer vierdimensionalen, orientierten Mannigfaltigkeit
M. Fiir eine beliebige Lorentz—Metrik g auf M definieren wir das Hilbert-
sche Wirkungsintegral Ry(g) als das Integral der zu g gehérigen Skalar-
kriimmung R iiber U,

Ru(g) = [RdV*;
U
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die Existenz dieses Integrals gem&fl §9:7.1 setzen wir voraus.

Fiir unsere Zwecke geniigt es, fiir U stets eine Koordinatenumgebung zu wéhlen.
Fiir eine positiv orientierte Karte gilt dann mit g = det(gix)

Ru(g) = [ Ry—gd'x.

z(U)

SaTtz (HILBERT 1915). Fiir jeden symmetrischen (0,2)-Tensor h auf M mit
kompaktem Trdager in U gilt

d
§Ru(g)h = —Ru(g+ sh)

ds s=0

= — [Guh™ dv*,
U
wobei Gix = Rix — %R gik der Einstein—Tensor der Metrik g ist.

In traditioneller Notation schreibt sich diese Beziehung
§[Ry=gd'x = [Gudg™ =g d'x.

BEMERKUNGEN. (i) Hiernach liefert jede stationére Stelle g des Hilbert—Inte-
grals,

0Ru(g) =0 fir alle Koordinatenumgebungen U C M ,

eine Losung der Feldgleichungen im Vakuum G, = 0, was nach 2.1 (c) mit
R;x = 0 dquivalent ist.

Denn seien (U, z) eine positiv orientierte Karte um p € M, v = 00| € TyM

und hik = pv'v®  mit einer Buckelfunktion ¢ mit supp ¢ C U. Dann gilt

h* = pov'v* und daher f (Guv'v*/=g)pd*x = 0. Mit dem Fundamen-
z(U)

tallemma der Variationsrechnung §2:1.4 folgt Gp(v,v) = Gir(p)v'v* =0 fiir

alle v=0"0;|p € T, M.

(ii) Die Skalarkriimmung R enthilt zweite Ableitungen der Metrik. Diese lassen
sich jedoch als Divergenzen schreiben und spielen daher bei der Bildung der
ersten Variationen des Hilbert—Integrals keine Rolle. Dies ist der Grund dafiir,
dass die Euler-Gleichungen G;r = 0 nur von zweiter Ordnung sind.

BEWEISSKIZZE.

Wir kennzeichnen die Ableitung nach s an der Stelle s = 0 mit einem Punkt und
verwenden, dass diese Ableitung mit den partiellen Ableitungen vertauschbar
ist. Ausgehend von §;, = h;k leiten wir folgende Formeln her:

ik 17 ke . 17 k& ik
1) ¢ = —9"9"gie = —g"9 " hje = ",

(2) V=g = —3vV=g9xd™,
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= Vw' =diviV  mit w’:=g* 1%, — g% Tk, .
Diese ergeben sich mit Hilfe von §9:3.2, 3.3 wie folgt:
Formel (1) ergibt sich wegen gi; g°* = 6F aus 0= (gi; ¢°%)" = 4i; ¢°F + gs5 °*.
Formel (2) folgt aus g = (9g/8¢**)¢** und der Relation

dg

die sich mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes ergibt, vgl. §9:3.3 (a).

Fiir (3) verwenden wir die Tatsache, dass die I/, die Koeffizienten eines (1,2)-
Tensors sind, siehe [119] §15. Fixieren wir p € U und eine Normalkarte um p,
so gilt beziiglich dieser I'/, = 0 im Punkt p (§9:4.2(c)) und daher nach §9:3.5

R = (0T%, — DL + TT + -)" = 9;Tu — 06T, + -+
= oy — ol + -+ = VI —WIL + .

Aufgrund der Tensoreigenschaft der Fik gilt diese Beziehung dann in jedem
Koordinatensystem.

Aus (3), (2), (1) erhalten wir
(RvV=9)" = (9" Rav/=9 )’
= §"Rav=9 + 9" Rav/=g + 9"Ra(v=9)
= §"Riav/=g + (divW)yv=g - 3Rgud" V=g
= Gug*v/=g + (divW)/=g
= —Guh*/=g + (divIW)y/—g .

Mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl §9: 7%, angewandt auf ein stiickweis glatt
berandetes Gebiet D mit supp h C D und kompaktem Abschluss D C U erhal-
ten wir

fRu(gh = LR(g+sh)| = [(RV=g) d'x

— [ Guh™dv* + [divWdv*
D D

= — [Guh™av* + [ ()" (W,v)aV?.
D &D

Das Randintegral verschwindet, weil h und damit auch W auf 9D verschwinden.
O
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(b) Besitzt der Energieimpuls-Tensor eines Materiefeldes eine Lagrange—Funk-
tion p+~— L(p,g,), d.h.gilt in jedem Koordinatensystem

T, — L 9v=g)
7 - - 5
V=g Og*
so lassen sich die Feldgleichungen dieses Materiefeldes durch ein Variationsprin-
zip kennzeichnen. Definieren wir das zugehorige Wirkungsintegral durch

‘CU(g) = fL( ag) dV4 )
U
so ergibt sich das

Variationsprinzip fiir die Feldgleichungen. Fine Lorentz—Metrik g auf M
geniigt den Feldgleichungen des Materiefeldes G = 8m Ty, genau dann, wenn
g eine stationdre (kritische) Stelle des Wirkungsintegrals R — 8wL ist, d.h.
wenn

(5(RU - 87r£U)(g) =0

fiir alle hinreichend kleinen Koordinatenumgebungen U C M  gilt.

Der BEWEIS ergibt sich mit Hilfe des Fundamentallemmas der Variationsrech-
nung wie in (a) Bemerkung (i) [U4].

Wir zeigen in 3.2, dass der Energieimpuls—Tensor des elektromagnetischen Fel-
des eine Lagrange—Funktion besitzt.

Fiir den Energieimpuls—Tensor idealer Fliissigkeiten ist das nicht der Fall. Je-
doch lassen sich fiir diese bei stationdren Raumzeiten Variationsprinzipien auf
raumartigen Hyperflaichen aufstellen. Fiir rotierende Sterne wurde ein Variati-
onsprinzip von HARTLE und SHARP in [107] angegeben.

3.2 Das Variationsprinzip fiir das elektromagnetische Feld

Sei F € YoM der Faraday—Tensor des elektromagnetischen Feldes (vgl. 2.3)

und g eine Lorentz—Metrik auf M. Dann ist

1 1 ab 1 ik ab
~(FF) .= —F,F*® = — Fi, F
87r<  F) gr gnd 9 o

eine Lagrange—Funktion des elektromagnetischen Feldes, denn nach 3.1 (x) gilt

oL 1 ., o\/— o\/—g O 1
= 9" Fia Fip g — g9 _ —5V Y Yk,

L = L(gF) =

gtk 4w gtk dg 0Og'*
1 9(L(v—9) 1w 1

LA N i R N DU R

vV—g  Og ar? ko Jik

1 1
= — (gab Fia Fip — — gik Fap F‘“’) = T,
4 4
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vgl. 2.3 (b). Nach 3.1 (b) sind die Feldgleichungen des elektromagnetischen Fel-
des also durch das Variationsprinzip §(R — 87L)(g) = 0 charakterisiert.

Wir nehmen zusétzlich an, dass der Faraday—Tensor ein Potential besitzt, d.h.
eine 1-Form A € Y1 M mit

Lokal ist dies stets der Fall aufgrund der ersten Gruppe der Maxwell-Gleichun-
gen

dFF = 0 bzw. 0;Fji + 0jFri + OxFi; =0

und des Lemmas von Poincaré §8:5.3. Bei vorgegebener Ladungsstromdichte
J € VM machen wir den modifizierten Ansatz fiir die Lagrange—Funktion
1

L = LigA) = (R F)-2A() = 8%(dA,dA>72A(J)

g (0uAa — 0uA) (G, — AY) — 24T

Lu(g,A) = [L(g,A)dv*.

Variationsprinzip fiir die Feldgleichungen und die Maxwell-Gleichun-
gen. Die Gleichungen

Gix = 8T, Ve F* = 4rJ’

gelten genau dann, wenn (g, A) eine stationdre Stelle des Wirkungsintegrals
F: =R —8nL ist,

d
6Fu(g,A)(h,B) = ng(g+sh,A+sB)|S:0 =0
fir alle symmetrischen 2-Formen h und alle 1-Formen B mit kompaktem
Trager in einer Koordinatenumgebung U C M jedes Punktes p € M.

Die erste Gruppe dF = 0 der Maxwell-Gleichungen ist schon durch die Darstel-
lung F = dA erfiillt wegen dF = d*>A = 0 (Poincaré-Relation §8:5.2 (b)).

BEWEIS.

Da der Zusatzterm 2A(J) = 2A4;J° die Lorentz—Metrik nicht enthiilt, bleibt
das Variationsprinzip

6F(g,A)(h,0) = iJf(g + sh, A)]

ds 0:0 < G¢k=87TTik

s=



4* Masse und Energieimpuls isolierter Systeme 361

giiltig. Es ist somit nur die folgende Aquivalenz zu zeigen:
d ) )
0F (g, A)(0,B) = =87 —-L(g, A+ sB)|_,=0 < WF"=drJ'".

Kennzeichnen wir die Ableitungen nach s an der Stelle s = 0 durch einen Punkt,
so ergibt sich mit (9;Ax)" = 9; Ay = 9; By,

8rL = g g% ((0iAa — 0aAi) (O Ay — DpAg)) " — 16mA; J?
= 29" g (0 Aa — 0a As) (OkAb — Db Ay) — 167B,.J*
= 29" g% (8;By — 0aB;) Fyy — 167 B;J"
= 2(V;Bo — VuB;) F*® — 167 B;J*
= 4(V;B,) F'* — 16w B; J*
= 4V, (B.F™™) — 4B, ViF* — 167 B;J’
= AVw' +4 (VF* —4x J)Bi  mit  w' = B, F'.

Mit dem Integralsatz von GauB, angewandt auf ein stiickweis glatt berandetes
Gebiet D mit supp B C D und kompaktem Abschluss D C U folgt

d S
0 = 27r££U(g7A+sB)| = QWJLdV

s=0

[ divwav?t + [(VF* —4xJ") B;dV*
D D

= [ () " Wv)dv® + [ (VF"* —4rxJ") B;dV*.
aD D
Das Integral iiber den Rand §D verschwindet, weil dort B = 0 und damit auch
W = w'0; = 0 gilt. Mit dem Fundamentallemma ergibt sich damit wie in 3.1 (a)
Bemerkung (i) die zweite Gruppe der Maxwell-Gleichungen VjF™* = 47xJ%. O

4* Masse und Energieimpuls isolierter Systeme

4.1 Einfiihrung des Energieimpuls—Vektors

(a) In der klassischen Mechanik verstehen wir unter einem isolierten System
eine Massenverteilung, die zu jedem Zeitpunkt einen kompakten Tréger hat.
Besitzt diese zu einem im Folgenden festen Zeitpunkt die Dichte o, so ist die
Masse des Systems gegeben durch

M = deSX.
R3
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Diese kann auch mit Hilfe des zugehorigen Gravitationspotentials ¢ ausgedriickt
werden, welches eindeutig bestimmt ist durch

—A¢ = 4mp, | l"}m o(x) =0
(Bd.2, §14:3.3, 5.2). Denn ist K, = K,(0) die mKugel um 0, S, = 9K, die

zugehorige r—Sphére und n das duflere Einheitsnormalenfeld, so ergibt sich mit
dem Gauflschen Integralsatz

M = lim [ od®x = — lim [ A¢d’x
(1) TR, TR,
=~ lm [divVgd’x = — lim [ (V¢,n)do.
K, Sy

Eine weitere Darstellung der Masse mit Hilfe des Gravitationspotentials erhalten
wir durch die Integraldarstellung

%) = Q(Y) 3
o) = /ux—yu &y
]Rfi

(Bd. 2, §14:5.2, SATZ 1). Wegen der Beschrinktheit des Tréigers von g kann fiir
x|l > 1 der Nenner ||x —y|l im Integral durch r = ||x|| angen&hert werden.
Hieraus ergibt sich die asymptotische Entwicklung ¢(x) = M/r + u(r) mit
lim 7 - u(r) =0.

Wir charakterisieren im Folgenden das Abkling— bzw. Wachstumsverhalten fiir

r — oo mit Hilfe der Landau-Symbole o, O: Jede fiir r = ||x|| > 1 definierte

Funktion v mit lim u(x)/r* = 0 nennen wir ein o(r*), und mit O(r") bezeich-
7—00

nen wir jede Funktion v, fiir die v(x)/r" fir |r| > 1 definiert und beschriankt

ist. Demnach ergibt sich aus der Integraldarstellung von ¢

() 66 =~ +06?),
3) dis(x) = O(r™®),  Bdig(x) = O(r™").

(b) In der Relativititstheorie wird ein isoliertes System durch eine Raum-
zeit M beschrieben, die asymptotisch flach im rdumlichen Unendlich in
folgendem Sinn ist:

Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge A von M, einen abgeschlossenen Zylinder
Zr = {u = (W’ u',v?u?) € R* | w'u! +v?u® +uu® < R’} ¢ R* und
ein Koordinatensystem z = (z° 2%, 2%,2%) : M\ A — R*\ Zgr mit den
Eigenschaften
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(i) Ny = {2° =t} ist fiir jedes t € R eine raumartige Hyperfliche in M,
genannt ein Raumblatt.
3
(ii) Fiir jedes 2° =t € R und mit r:= (Z m“m“)71/2 gelten die Abkling-
a=1
bedingungen

gij — i =O(r™ 1), Ohgiy =O(r™?), OeOngir = O(r™?)

gleichmiBig auf kompakten x°-Intervallen. Hierbei sind die 7;; die Koeffizienten
der Minkowski-Metrik mit Signatur (— 4+ +): o0 = —1, Nap = dap (1 < a,b <
3, so auch im Folgenden), n;; = 0 sonst (§9:1).

Wir geben den Abklingbedingungen eine geometrische Interpretation, indem wir
M> = R* mit der Minkowski-Metrik giy = nij und der Zeitorientierung durch
Op als Hintergrundraumzeit von M im rdumlichen Unendlich auffassen.

Heben und Senken von Indizes wird im Folgenden beziiglich der Hintergrundme-
trik 7n;; ausgefithrt. Wir bilden die im rdumlichen Unendlich ,kleinen“ Gréflen

h:=g—-mn bzw. hiy = gij —nij

und fithren Grolen H;; als beziiglich h linearen Anteil des Einstein—Tensors wie
folgt ein: Nach §9:3.5 (b) ldsst sich der Ricci-Tensor in die Form

1
Ri; = 3 g" (DiBkgje + 0;00gir. — Di0jgre — degi) + Qij

bringen, wobei Q;; quadratische Ausdriicke in den Christoffel-Symbolen sind.
Dann ist der in h lineare Anteil von R;;

1
Sij = 5 ’r}ké (&akh]g + ajaghik — aiajhké — akagh”) .

Der in h lineare Anteil des Einstein—Tensors lautet damit entsprechend
(4) Hi; = Si— %S'fﬁj mit S = ™ Ske.

Nach (ii) erfiillen die H;; die Abklingbedingungen

(5) Hiy = O(r ).

Existiert ein Koordinatensystem z = (xo,...,m3) wie oben, durch welches
die ganze Raumzeit M auf den R* abgebildet wird, so sind alle Raumblitter
N, diffeomorph zum R®. Wir definieren in diesem Fall den Energieimpuls—
Vektor P = (P° ..., P?) durch

Po= L [HYdx = & [ HY dx,
Ny R3
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wobei wir die dreidimensionale Fliche N; mit ihrem Koordinatenbild z(N:) =
R? identifiziert und dabei das dreidimensionale euklidische Volumenelement
verwendet haben. Die Unabhéngigkeit dieser Integrale von ¢ wird spéter gezeigt.

Um zu einer Definition des Energieimpulses zu kommen, welche auch Raumzei-
ten mit Singularititen und Horizonten zulisst (dies bedeutet, dass die Raum-
bldtter ,,Locher” besitzen kénnen), formen wir die P? darstellenden Integrale
in Integrale iiber asymptotisch grofie zweidimensionale Sphiren um. Dies wird
ermoglicht durch die Identitéit

(6) HY = 0,H"7,

wobei die H** gegeben sind durch
OHN = OhR — pFauhi 4w — i mit
wt = O™ — n“”amhz.

Da die H*Y schiefsymmetrisch in den ersten beiden Indizes sind, ergibt sich
hieraus die linearisierte Bianchi—Identitét

(1) 9;HY = 9;H" = 9;0,H"" = 0.
Aus H? = 0 folgt ferner HY = 9,H"% (Indizes a,b sollen hier und im Fol-

genden von 1 bis 3 laufen).

Wir wenden jetzt fiir festes ¢ € R den Gaufschen Integralsatz wie in (a) auf das
letzte Integral an. Mit K, = K,(0), S, = 0K, und dem &ufleren Einheitsnor-
malenfeld n = (ni,n2,n3) ergibt sich

8P = [HYdx = lim [ HYd’x = lim [ 8.H* d’x
K.Q KQ

R3 0—00 p— 00

= lim fHannado.
Q‘)OOS
e

(®)

Fiir beliebige asymptotisch flache Raumzeiten M definieren wir den Energie-
impuls—Vektor P = (P°,...,P3?) € M beziiglich des Koordinatensystems
z durch

9) P = lim g= [ H" n,do

0— 00
SQ

(im cgs-System lautet der Faktor vor dem Integral ¢*/87G). Die Unabhiingig-
keit der rechten Seite von ¢ zeigen wir in (d). Nach Eintragung der Koeffizienten
von H% ergibt sich unter Beachtung von Orhi; = Okgij

o) P° = Qllm 16% J (Ovgab — Bagsb) nado, und fir d=1,2,3
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9"y P* = lim 16% f (3a90d — 009ad + (Qogvs — Ovgon) 5ad) ng do.

0— 00
SQ

E = ¢P° wird die ADM-Energie (nicht ganz korrekterweise auch ADM—
Masse) nach ARNOWITT, DESER, MISNER 1961 genannt.

Das die ADM-Energie E = cP° darstellende Integral in (9’) enthilt nur Koeffi-
zienten der Riemannschen Metrik der Raumblétter N;. Die Integranden von P
in (9”) lassen sich mit Hilfe der zweiten Fundamentalform der N, ausdriicken,
siehe [83] 11.2, [115].

(¢) Um die Definition des Energieimpuls—Vektors plausibel zu machen, ord-
nen wir dem Gravitationspotential ¢ eines Newtonschen isolierten Systems die
Lorentz—Metrik

gij = Mij+hi mit hi; = 26665

zu. Damit kénnen wir die Gravitationsgleichung —A¢ = 4mp nach (4), (5) in
2.1 (a) mit den Koeffizienten H;; des linearisierten Ricci—Tensors in die Gestalt

H — 7]oianHij = Hoo = Soo — %Snoo = —Ahg = —2A¢ = 8mp
bringen. Fiir die Newtonsche Masse ergibt sich hiermit

3 1 00 ;3 0
M:fgdx:ngddx:P.
R3 R3

BEMERKUNG. Zur Definition der P? kénnen auch andere Integranden verwen-
det werden. EINSTEIN und KLEIN verwendeten 1918, geleitet durch die Invari-
anzprinzipien von E. NOETHER, Erhaltungsgréfien des Hilbertschen Wirkungs-
integrals, siehe [118] 23, [119] § 37. Varianten hiervon wurden von BELINFANTE
1939, GOLDBERG 1958 und LANDAU—-LIFSCHITZ aufgestellt, [87] § 100.

(d) Die in (9) auftretenden Integrale hingen vom Parameter ¢ ab,

fH“OJnado = f Haojnado,
So So,t

nicht aber deren Grenzwerte P7. Denn fiir t; < t2, 0> 1 gilt mit dem Zylinder
Zy={t1 <2® <t3, r=p} CR?

t
f HY p, do — f H% n. do :f f Ao (Hanna)dodt

S@-,h t1 St

J 00 H*Y ng dodt,

Zo

Sg,f«z
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letzteres wegen der Unabhingigkeit der n, von z° = t. Nach (ii) gilt 8oH*% =
O(r™%), weswegen das letzte Integral durch const- o' abschitzbar ist. Nach
Grenziibergang ¢ — oo folgt die Behauptung.

4.2 Eigenschaften des Energieimpuls—Vektors

(a) Invarianz unter asymptotischen Lorentz—Transformationen. Eine
Abbildung ]R_4 - R u—v = Au+a heiﬁt Lorentz—Transformation,
wenn A = (A}) eine 4 x 4-Matrix mit 7;, = A5Af 7 und a € R* ist.

SATZ. Es seien x,y zwei Koordinatensysteme wie in 4.1 (b), welche sich asymp-
totisch durch eine Lorentz—Transformation unterscheiden, das heisst es gelte mit

3
r= (Z m“wa)1/2

a=1
dzJ Oz Oxt
gleichmdfig auf kompakten x°—Intervallen. Dann besteht fir die Energieimpuls—
Vektoren P, Q beziiglich der Koordinaten x,y die Beziehung

Q' = AP,

Der BEWEIS beruht auf einer invarianten Darstellung des Energieimpuls—Vektors
im konformen Unendlich ([98]). Hierbei wird die Raumzeit M in eine gréBere

Y — A;:cj —ad' = O(ro)7 Al O(r _1) ) = O(’“_Q)

Raumzelt M eingebettet, in welcher das rdumliche Unendlich durch einen Punkt

0 ¢ N reprisentiert wird. Die Lorentz—Metrik g von M unterscheidet sich auf
M von der Lorentz—Metrik g von M durch einen konformen Faktor , g = Q3g,
welcher in i® verschwindet. Siehe hierzu [83] 11 und den Ubersichtsartikel von
ASHTEKAR in [108] Vol. 2, pp. 37-69.

(b) Die Positivitit der ADM-Energie. Eine dreidimensionale Unterman-
nigfaltigkeit N einer Raumzeit M heifit Cauchy—Fliche, wenn sie von jeder
nicht fortsetzbaren zeitartigen Kurve von M genau einmal geschnitten wird (N
ist dann notwendig raumartig). Wir sagen, die Materie erfiillt die dominante
Energiebedingung, wenn fiir den Energieimpuls—Tensor T'

T(X,Y) > 0

fiir alle zukunftsgerichteten, kausalen Vektorfelder X,Y € VM gilt.

SATZ. Sei M eine asymptotisch flache Raumzeit, welche eine geodditisch wvoll-
stindige Cauchy—Fliche N besitzt und die dominante Energiebedingung erfiillt.
Dann ist der Energieimpuls—Vektor P von M entweder zukunftsgerichtet und
zeitartig,

P’>0, (P,P)_=-P°P°+P'P + PP+ PP <0,
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oder es gilt P = 0. Letzteres ist genau dann der Fuall, wenn M der flache
Minkowski—-Raum M ist.

Die ADM-Energie E = cP° stellt somit ein Ma8 fiir die Abweichung der Raum-
zeit M vom Grundzustand M dar,

E >0 mit Gleichheit genau dann, wenn M = M.

Dieser Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Relativitétstheorie. Sein
Beweis ist aufwendig; der Grund hierfiir liegt in der Nichtlinearitdt der Feld-
gleichungen, was zur Folge hat, dass sich die Energie nicht als Integral {iber
eine Summe von Quadraten schreiben und damit als positiv erkennen ldsst. Die
dominante Energiebedingung kann als Bedingung fiir ,normales“ Verhalten der
Materie verstanden werden. Fiir ideale Fliissigkeiten bedeutet diese |p| < e.

Beweise gaben SCHOEN und YAU 1979/81 (Minimalflichenbeweis) und WITTEN
1981 (Spinorbeweis). Diesen Beweisen waren zahlreiche Teilresultate vorange-
gangen, siehe dazu den Artikel von BRILL und JANG in [108] Vol.1, pp. 173-193
und [115]. Einen Uberblick iiber neuere Entwicklungen gibt der Bericht [100].

(¢) Die Energie von stationiren, asymptotische flachen Raumazeiten.
Eine Lorentz—Mannigfaltigkeit M heifit stationér und asymptotisch flach,
wenn sie asymptotisch flach im rdaumlichen Unendlich ist und ein zeitartiges,
zukunftsgerichtetes Killing—Vektorfeld U besitzt mit

U =0

beziiglich eines Koordinatensystems 2 = (z°,...,2%) wie in 4.1 (b). Fiir ein
solches gilt nach 1.8 (b)

aogij =0.

Ein Raumblatt N C M wird asymptotisch orthogonal zu U genannt, wenn
N = {2° = 7} beziiglich eines solchen
Koordinatensystems gilt (0.B.d.A. 7 =
0); es ist dann also

<U7 8a> = goa = O(r_l) )
abgoa = O(T72) ’
O0cgoa = O(T73) .

Die zweidimensionalen Sphéren in N
bezeichnen wir wieder mit S,; n sei
deren dufleres Einheitsnormalenfeld in
der Mannigfaltigkeit N (Figur).
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SATZ. Sei M eine stationdre, asymptotisch flache Raumzeit mit Killing—Vek-
torfeld U. Dann besitzt die ADM-Energie E auf jedem zu U asymptotisch or-
thogonalen Raumblatt N C M die Darstellung durch das Komar—Integral
1
E = lim — [(D,U,n)dV?;
im - ng ( n)

o—o0

hierbei ist v das zukunftsgerichtete Finheitsnormalenfeld von N.
Ist N diffeomorph zu R3, so gilt weiter

E = £ [Re(Uv)dv?.
N

Fiir Koordinaten z = (2°,...,2%) mit U = 8y lauten die Koeffizienten von v

Vo= —\/—g/v ng mit g :=det(gir), 7 := det(gap)ab>1

([TA] unter Verwendung von g% = v/g nach Bd. 1, §17:3.4). Die zweite Dar-
stellung der ADM—Energie erhilt damit die Koordinatenform

E =1 [ Ruvyydx=-L [ Rl/—gdx
{w0=0} {20=0}
= [ (-T0+17 +15+13F) v=g d’x;
{w0=0}

Letzteres ergibt sich unter Verwendung der Feldgleichung
1~ .
RS = 87 (Ty — 5T58) =An(=Ty +T{ +T5 +T5), vel 2.1(b).
Fiir ideale Fliissigkeiten mit Geschwindigkeitsfeld V' folgt z.B.

E = f (3p+s+2(p+a)vav“) V=g d*x.
{a0=0}

BEWEISE der ersten Identitéit geben BEIG [101] 1978 und ASHTEKAR, MAGNON—
ASHTEKAR [98] 1979, Letztere mit den Methoden des konformen Unendlich (vgl.
4.2 (a)). Die Ubereinstimmung der beiden Integraldarstellungen der Energie zei-
gen wir in (d).

Die zweite Darstellung der ADM-Energie zeigte schon TOLMAN 1930 unter der
Annahme, dass die Raumzeit Koordinaten besitzt mit

2m 1 2m @ 1
() g = Th‘j+75z‘j+0(;) » Oagiy = —— 50 +0<72> ;

fir 7 > 1, wobei m > 0 eine Konstante ist. Wir fithren dies in (e) aus.

Eine Metrik der Gestalt (x) ergibt sich fiir die Schwarzschild—Raumzeit in iso-
tropen Koordinaten fiir den AuBenraum. Fiir diese gilt nach der am Ende
von §11:1.4
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11— ? 2m 1
= — = = —14+—+4o(- «a =0
go0 (1 ;:L") r O(T> ’ g ’

4
gab = (1 + 2ﬂ> 6ab = (1 + 2ﬂ> 6ab +o0 (1) 5
T T T

und entsprechend fiir die ersten Ableitungen.

Dass jede stationére, asymptotisch flache Raumzeit Koordinaten mit (x) besitzt,
wurde erst 1981 bewiesen (BEIG und SIMON [102]).

(d) BEWEIs der Gleichheit der Integraldarstellungen der ADM—-Energie in (c).
(i) Fiir jedes Killing—Vektorfeld U besteht die Identitiit

ViViuF = —RFu' bzw. VIVjur = —Ryeu’.
Denn nach Definition des Kriimmungstensors §9:3.4 (b) gilt
D;D;U — D;D;U = Rm(;,0;)U baw. V;V;u" — V;Viu* = Rpju’.
Unter Verwendung der Killing-Gleichung Viur + Viu; =0 (1.8 (a)) folgt
ViViue + V;Veu; = Rpeiju’ = —Rewiju’ .
Hieraus ergibt sich

2V;Viu, = (Vivjuk—FVijui) + (VkVin+ViVjuk) — (Vijui + Vkviu]')

= (=Rurij — Rejii + Reiji) u® = 2Rpijeu’ = —2Ruppu’,

wobei in den letzten beiden Gleichungen die Identitéten des Kriimmungstensors
(2') und (3') in §9:3.4(d) verwendet wurden. Metrische Kontraktion dieser
Gleichung ergibt die Behauptung

Vjvj'uk = gijViVjuk = 7ginigjku£ = 7Rijku£ = 7ngul.
(i) Das Vektorfeld X := D,U ist wegen (D,U,v) = 0 ein tangentiales

Vektorfeld auf N, d.h. es gilt X € VN. Weiter gilt in Koordinaten mit U = 0o,
N ={z"=0}

X = DU = v'Vi'd; = —'¢?"Vourd; = /—g/v ¢* 9" Vew;9;

= \/—9/7 V8 = \/—g/v Vu’..
Unter Verwendung der Identitét in (i) folgt
. 1 1 o 1
divi X = —0.(VAX?) = —= 0u(/—g Vu') = —
N NGi (VrX") NGi (v ) 7

= V=9/v ViV'u’ = —\/=g/7 Rlu' = Riju'v’ = Re(U,v),

9; (V=g V’u")
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und mit dem GauBschen Integralsatz ergibt sich

J Re(U,v)dV? = [divyXdV? = lim f divy X dV?®
N N

000

lim [ (X,n)dV? = hm [ (DU, nydv?>. ]

0—00 e—0oo
Se So

(e) BEWEIS der ersten Integraldarstellung der Energie in (¢) unter der Annah-
me, dass Koordinaten mit (%), U = 9y und N = {2° = 0} existieren.

Aus (x) ergibt sich
Ogab — Oagep = —2mr > Sqp 2”4 2mr 8y, 2% + o(r~?)
= dmr32® +o(r?),
und mit n, = r~'z® folgt nach 4.1 (b) (9)

167E = 167P° = lim [ (0sgab — Oagop) na dV>

0— 00
SQ

= lim [ (4m972—|—0(g*2)) dv? = 16mm.

g0 g

Auf der anderen Seite erhalten wir fiir die Koeffizienten X des Vektorfeldes
X=D,U auf N

=g/y VU = VU +o(r?) = Voul +o(r ?)

= I'ou’ +o(r™?) = Iy +o(r ?) = —% 900 + o(r™ %)

Xa

= mr3z% 4+ o(r ?).

Fiir das #ufere Einheitsnormalenfeld n der Sphire S, = {2 =0, r = o} gilt
ne = 0 'z + o(r?), also folgt

(X,n) = X%na = mo 'z"2" +0(0™?) = mo™*+o0(0?).
Weiter léasst sich unschwer zeigen, dass

072 [dv? = 4r 4 o(r?)
SQ

gilt, woraus durch Grenziibergang ¢ — oo folgt

[ (X,n)dv? = ( 2+ o(o )de?‘ — 4dmm = 47E. O
So So
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§ 11 Raumzeit—Modelle

1 Schwarzschild—Raumzeiten

1.1 Ubersicht

Die Schwarzschild-Raumzeiten sind Modelle fiir Raumzeiten mit einem nicht
rotierenden, kugelsymmetrischen Stern als einzige Quelle des Gravitationsfel-
des. Hierbei wird eine statische Raumzeit zugrunde gelegt, denn eine solche
besitzt nach §10:1.8 (d) ein nicht rotierendes Bezugsfeld. Neben der Kugelsym-
metrie wird asymptotische Flachheit gefordert, welche beinhaltet, dass die
Lorentz—Metrik im rdumlich Unendlichen in die Minkowski-Metrik iibergeht.
Zwei Modelle sind zu unterscheiden:
— Die regulire Schwarzschild-Raumzeit. In dieser wird ein aus einer
idealen Fliissigkeit bestehender ausgedehnter Stern mit nicht zu starker
Massenkonzentration betrachtet.

— Die singulire Schwarzschild-Raumzeit. Diese besteht aus einem sta-
tischen Teil und einem schwarzen Loch, welches eine Singularitdt umgibt.

Dieses Modell kann als der Endzustand eines nichtrotierenden, kugelsym-
metrischen Sterns nach dem Gravitationskollaps aufgefasst werden.

1.2 Modellbildung

Wir gehen aus von einer statischen Standard—Raumzeit M = R x N mit
der Metrik ds® = —A(q) dt® + ds%;, wobei N eine dreidimensionale Riemann—
Mannigfaltigkeit mit Metrik ds% ist und A eine positive Funktion, vergleiche
§10:1.8(e).

Die Modellierung der Kugelsymmetrie (sphérischen Symmetrie) kénnen wir
aus Platzgriinden nur andeuten. Diese bedeutet, dass N (und damit auch al-
le Ruhflichen N: = {t} x N in M) eine zur SOs isomorphe Gruppe éz/)g
von Isometrien besitzt. Fiir jeden Punkt ¢ € N (mit Ausnahme mdoglicher
Fixpunkte) entsteht durch Anwendung aller Isometrien A € §63 auf ¢ ei-
ne zur Einheitssphire S? diffeomorphe zweidimensionale Untermannigfaltig-
keit S, = {A(q) | A € §63}, genannt Orbitsphére von ¢. Mit Hilfe deren
Flicheninhalts V2(S,;) (vgl. §9:7.1) erkliren wir den Schwarzschild—Radius
als Funktion

r: M —R mit r(p) =r(tq) :=/V2(S,)/4m,
also durch 47r(p)? = V?(S,). Die Schwarzschild—Zeit ist die Projektion
t:M—R, p=(t,q—t.

Unter der Annahme, dass Vr nirgends verschwindet, lisst sich ein Koordina-
tensystem (¢,7,0, ) auf M einfiihren, beziiglich dessen die Lorentz—Metrik die
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Gestalt
(x) ds® = —A(r)dt®> + B(r) dr® + r* do?

mit positiven Funktionen A, B auf dem Bildintervall I des Schwarzschild-Radius
r hat und do® = df? + sin? @ dp? die Metrik der Einheitssphire S? ¢ R? ist.
Fiir die genaue Begriindung der Kugelsymmetrie siehe [79] App. B, [91] II, Ch. 3,
App.

Hiernach kann die Raumzeit M als Produkt R x I x S® geschrieben werden.
Ist M ein AuBlenraum, d.h. hat das Intervall I die Gestalt ]a,oo[, so fordern
wir die asymptotische Flachheit durch

(#x) lim A(r) = lim B(r) = 1.

r—00 r—00

Dies bedeutet, dass die Metrik fiir r — oo in die flache Minkowski—-Metrik
ds?, = —dt?> + dr® + r?> do? iibergeht.

1.3 Aufstellung der Feldgleichungen

Die Koeffizienten GF = RF — %Réf des Einstein-Tensors G# (§9:3.5) der
Metrik (%) beziiglich der Koordinaten (z°, 2!, 2% 2®) = (t,r,0, ) ergeben sich

nach ldangerer Rechnung zu
o_ 1 101 B p_ 1 1/1 A
Go = =ts\= ") G = 2te\=ta)

s s 1L (A A (A B\ 1(A B
GQ_GS_QB(AQA atE) AT 8))

BEMERKUNG. Dieses Ergebnis gilt auch im Fall A, B < 0, d.h. wenn 0, zeitartig
ist und 9; raumartig.

Fiir die ideale Fliissigkeit mit U = u'd; = A71/260 als Geschwindigkeitsfeld
nehmen wir die gleichen Symmetrien wie fiir die Raumzeit an. Das bedeutet fiir
den Energieimpuls-Tensor T = (p + &)uu® + pdF (vgl. §10:2.2(a)), dass ¢
und p nur von r abhéingen. Unter Beachtung von «* = A=/26%, u; = —A'/28?
ergibt sich

Tf = —(e+p)dids + por .

Damit erhalten wir die Feldgleichungen

1 1 1 B’
(1) _712+B(7~2_7'B) = Gg = 87rTg = —8me,

1 1 1 A
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1 A" A (A B 1[4 B 2 2
®) 2B<Am(A+B>+r<AB)>—G2—8”T2—8”p’

ebenso G5 = 87T§ = 8ap. Die Divergenzgleichung VT = 0 liefert die
Gleichung des hydrodynamischen Gleichgewichts

/

4 p = —(e+p) 57

LEMMA. Bei Giiltigkeit der Gleichungen (1), (2) sind die Gleichungen (3) und
(4) zueinander dquivalent.

BEWEIS.

Seien L1, L2, L3 die linken Seiten von (1), (2), (3). Wir eliminieren A” /A in L3
mit Hilfe der differenzierten Gleichung (2). Unter Beachtung der aus (1), (2)

folgenden Beziehung —+ (%l + %/) = 8nr(e +p) ergibt sich
Ls —8mp = L3 — Ly = 27r (Qp' + (e +p)A'/A) ,
woraus die Behauptung folgt. O

Hiernach kénnen wir uns bei der Losung der Feldgleichungen auf die Betrach-
tung der einfach gebauten Gleichungen (1), (2) und (4) beschrinken.
Gleichung (1) ist dquivalent zu

1

(1 By 1—2ru(r) mit w(r) = — [s*e(s)ds,

denn es gilt

= 1—8nrie(r) = (r —2r3u(r)) .

Eliminieren wir in (4) den Term A’/A mit Hilfe von (2) und driicken B mit Hilfe
von g aus, so ergibt sich die Tolman—Oppenheimer—Volkoff-Gleichung
(TOV—Gleichung)

r(e+ + 47
@) o = - p)(u2 p)
1—2r2y
Aus einem Loésungspaar p, i dieser Gleichung ergeben sich die Koeffizienten B
und A durch (1’) und (2).
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1.4 Die regulidre Schwarzschild-Raumzeit

(a) Wir betrachten das Innenraum—Problem fiir die regulére Schwarzschild—
Raumzeit. Gegeben sei der Zentraldruck po = p(0) > 0 und eine Zustands-
gleichung ¢ = f(p), wobei f : Ry — R4 eine stetige, in ]0,00[ C®—
differenzierbare Funktion ist mit f(0) = 0, f'(s) > 0 fiir s > 0 und

po

ds
o +s =%

0

(Die letzte Bedingung hat die Unbeschriinktheit von f’ nahe 0 zur Folge.)

Die Losung von (2') in 1.3 mit der Anfangsbedingung p(0) = po erfordert auch
die Bestimmung von pu. Hierzu beachten wir, dass p der singuldren DG

1 (r) = (4me(r) = 3u(r))/r

geniigt. Wir charakterisieren p jetzt durch diese DG und kommen so zu dem
Differentialgleichungs—Problem

u o= 47r<€—3u7

r

o rle+p)(p+4mp) _
e p(0) =po.

(TOV)

SATZ (RENDALL, SCHMIDT 1991).
(1) Es gibt genau ein Intervall [0, R[ (0 < R < 00), auf welchem das System
TOV ein eindeutig bestimmtes Lésungspaar p, i besitzt mit

p(r) >0 in [0,R[, lirr}lap(r) =0.

(2) Fiir diese gilt
R

2r? u(r) <1 in ]0,R] und Mg = 47rfs2 e(s)ds < g .
0

Po
(3) Der Sternradius R ist endlich, falls [ f(s)™ds < cc.

0
Wir nennen Mg die Schwarzschild—Masse des Sterns. Im cgs—System hat
diese die Form

R
——7; fs e(s)ds,
0

und die Abschiitzung (2) erhilt die Gestalt Ms < (¢?/2G)- R
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BEMERKUNGEN. (i) Der Existenzbeweis fiir die Losungen des Innenraum-—
Problems erfordert wegen des singuldren Charakters der ersten Differential-
gleichung eine eigene Losungstheorie.

(ii) Die Masseschranke in (2) kann verkleinert werden. Es gilt

4¢c?
MS < 97G R
(BUCHDAHL 1959). Unter speziellen Annahmen iiber die Zustandsgleichung las-

sen sich noch kleinere Schranken herleiten.

In der klassischen Mechanik lautet die zur TOV—-Gleichung analoge Beziehung

p= —rop<1 mit o= f(p)

(diese ergibt sich aus der TOV-Gleichung unter den Annahmen 2r’py < 1,
p K & = p). Hier tritt also der die Massenkonzentration beschrinkende Term
1 — 2r%p nicht auf. Bei der Integration des zugehérigen Anfangswertproblems
gibt es dann keine Beschriankungen fiir die Masse. Die Newtonsche Mechanik
erlaubt somit Sternmodelle beliebig grofler Masse.

(iii) Eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Endlichkeit des Sternradius R
liefert die fast polytrope Zustandsgleichung p = f~'(e) = Ke” + Le?"™ mit
Konstanten 0 < L < K und 5/4 <~ < 2.

Fiir den Beweis des Satzes und der Bemerkung (iii) siehe [113], fiir die Masse-
schranken [91] III, Ch. 6.6, [83] 6.2.

Im Fall konstanter Energiedichte ¢ = const = €9 > 0 als Zustandsgleichung
ist p(r) =4meo/3, und die TOV-Gleichung ist eine DG mit getrennten Varia-

blen. Die Integration mit dem Anfangswert p(R) =0 (g9, R > 0 gegeben, R
hinreichend klein) ergibt fir 0 <r < R

__u(r) —u(R)
P(r) =0 5 By =)

Die aus der Positivitdt des Nenners folgende Ungleichung 3u(R) > u(0) = 1
liefert wieder die Masseschranke Mg = m < 4R/9 (in geometrischen Einheiten).

2mr? _ 47 R?

mit  wu(r):=4/1 M 3

€o .

SCHWARZSCHILD fand diese Losung der Feldgleichungen fiir Sterne konstanter
Energiedichte 1916, nur wenige Monate nach der Aufstellung der Feldgleichun-
gen durch EINSTEIN; siehe [120] IV.2.

(b) Der AuBenraum des Sterns besteht aus dem Raumzeitgebiet {r > R}. In
diesem wird Vakuum, also € = p =0 angenommen, wodurch die Feldgleichung
(4) in 1.3 identisch erfiillt ist. Die iibrig bleibenden Feldgleichungen (1), (2) aus
1.3 lauten

RN A2 U RS U S U
r2 B\r2 rB) 7 r2  B\rz2 rA)
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Subtraktion beider Gleichungen liefert 0 = A’/A + B’/B = (log(AB))’, also
AB = const und unter Beachtung der asymptotischen Flachheit (xx) in 1.2
daher AB = 1. Aus 1.3 (1") folgt

—1\/ —1 —2n _ . 2p-1 i_i’ —
(rB™) =B rB"°B" = r°B <r2 T’B>_17

- k o .
A=B"'"=14= mit einer Integrationskonstanten k.
r

Bei der Zusammensetzung der Innenraum— und Auflenraum-Losung fordern wir
die C'-Differenzierbarkeit der Gesamtlésung auf ]0, o[ (eine hohere Glattheit
lésst sich nicht erreichen); dies bedeutet, wenn wir fiir den Moment die Auflen-
raumlésung mit Z, B bezeichnen

lim A(r) = A(R), lim A'(r) = A'(R),

r—R r—R

lim B(r) = B(R), lim B'(r) = B'(R).

r—R r—R

Unter Beachtung von p(R) =0, u'(R) = 4rR%*c(R) = 47R*f(p(R)) = 0 und
der Gleichungen (1'), (2) in 1.3 ergibt sich, dass diese Anpassung erfiillt ist
durch die Wahl k = 2m fiir die Integrationskonstante k [UA], also durch

R
(#xx) A(r) = B(r)"'=1- QTm fir 7> R mit m=4n [ s’e(s)ds.

0

Die so gefundene reguliire Schwarzschild—Raumzeit besitzt eine nur C!-dif-
ferenzierbare Metrik (die jedoch fiir < R und r > R jeweils C*°—differenzierbar
ist). Dieses Modell fillt wegen des Sprungs in den zweiten Ableitungen der
Metrik streng genommen nicht mehr unter den Begriff der Raumzeit; fiir das
Verstandnis des Modells ist dies jedoch ohne Belang.

Zeigen Sie, dass die Schwarzschild-Metrik im Auflenraum durch die nach-
folgende Transformation der Radiuskoordinate r +— p in die isotrope Gestalt

ds®> = —h(0)*dt* + f(0)* (dy'dy" + dy*dy® + dy’dy®)

gebracht werden kann mit

2
1-m(20)7"
_ Tl & 0202 & 303 — m —
o=V + 122 + 0y, flo) <1+29> » h(e) TS m (201
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Hinweis. Einsetzen von r = r(g), dr = 1'(g¢)de in die Schwarzschild-Metrik
und Vergleich mit der isotropen Form in Kugelkoordinaten ds? = fh(g)Q dt® +
f(0)?(do® + ¢*do?) fiihren auf die DG

iy - @) [, 2m
i) = 0 ! (o)

mit der Losung

2
r—g(l—k;ng) bzw. gz%(r—m—k r2—2mr>.

1.5 Die singulire Schwarzschild—-Raumzeit

Unser Ziel ist die Behandlung des Falls R < 2m. Es zeigt sich, dass ein
Stern von so hoher Massenkonzentration zwangsldufig kollabiert und nur durch
ein dynamisches Modell beschrieben werden kann, was wir aus Platzgriinden
nicht ausfiihren konnen, siehe [103], [104]. Wir behandeln den Grenzfall R =
0, vorzustellen als Endzustand nach dem Gravitationskollaps. Der kollabierte
Stern ist hierbei nicht mehr Bestandteil der Raumzeit, sondern manifestiert sich
in einer Singularitdt der Raumzeit, welche von einem Bereich eines extremen
Gravitationsfeldes umgeben wird, einem schwarzen Loch.

Wir gehen von der Metrik des Auflenraums in 1.4 (b) aus,
-1
S) ds* = — (1 - 2L”> at? + (1 - QL”) & + 12 do®
r r
fir r > R=0.

Zu dieser gehoren jetzt zwei Lorentz—

Mannigfaltigkeiten t A
M{ =Rx1I xS,
M5 =Rx I x §° 0 O

mit I1 =]2m,o00[, I» =]0,2m]. Elj P % P

In M5 ist 8; raumartig und 8, zeitartig

wegen
2

(0, 0) = _(1_Tm) >0, >

9m ~1 r=2m r

Die Koeffizienten des Einstein—Tensors ergeben sich wie in 1.3 nach der dort
gemachten Bemerkung. Wegen ¢ = p = 0 gilt G¥ = 0 und damit auch
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RF = 0 in M5. Wir versehen M5 mit der durch das zeitartige Vektorfeld
—0, erzeugten Zeitorientierung; die gleiche Lorentz—Mannigfaltigkeit mit der
entgegengesetzten Zeitorientierung bezeichnen wir mit M5 . Die Raumzeiten
M und M5 sind nicht statisch, vgl. [68] 13, 8.Cor..

Wir zeigen im Folgenden, dass die drei Raumzeiten M?, M5, M5 zu einer
groBleren Raumzeit vereinigt werden konnen. Hierzu benétigen wir neue Koor-
dinaten, welche die ,, Trennwand {r = 2m}* {iberdecken. Die auf beiden Seiten
geltenden Gleichungen det(gx) = —r*sin? 0, Rijk»eRijk[ = 48m?%r~% werten
wir als Indiz dafiir, dass sich nahe ,,{r = 2m}* nichts Dramatisches abspielt.

(b) Wir wollen die geometrischen Verhiltnisse in MY, M5, M5 mit Hilfe
von radial laufenden Lichtteilchen mit verschwindendem Drehimpuls studieren.
Zunichst stellen wir Erhaltungsgrofien auf:

Erhaltungssatz. Fir jedes frei fallende Materieteilchen oder Lichtteilchen
s — a(s) = (2(s), 2 (s), 2% (s),2°(5)) = ((5),7(s), 0(5), (s))

in den drei Raumzeiten MY, My, M5 mit den Anfangswerten
6(0)==, 6(0)=0

gibt es Konstanten E,J mit

(1) (1——)15 - E,
0

m
2 = =
2) i
@) re=J,
J? 2 ,
(4) <u+2) (17 —m) +72 = B2,
r r
Hierbei ist p:= —(&, &), also p =1 fiir materieartige und p = 0 fiir lichtartige
Teilchen.

Die vorgeschriebenen Anfangswerte bedeuten keine Einschrénkung, da sie durch
Wahl der Winkelkoordinaten fiir jedes Teilchen herstellbar sind. Die Gleichung
(4) zeigt Ahnlichkeit mit dem Energieerhaltungssatz der klassischen Mechanik.
Die Konstante E ist fiir ein Materieteilchen der Masse 1 mit der vom statischen
momentanen Beobachter u = (1—2m/r)"*/28;, (r > 2m) gemessenen Energie
Eo verbunden durch E = (1 —2m/r)/?Ey, vgl. §10:1.4(a), [UA].

Aus diesen Erhaltungsgleichungen lassen sich die berithmten Anwendungen auf
die Perihelbewegung des Merkur, die Lichtablenkung an der Sonne und die
Laufzeit—Verzogerung in der Ndhe des Sonnenrandes unschwer ableiten, siehe
[84] 15, [68] 13, [93] 8.4-8.6 [88] §40.4, [93] Sect.8.7. Wir miissen aus Platz-
griinden hierauf verzichten.
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BEWEIS.

Wie in §7:5.2 ergibt sich [UA], dass die geoditischen Differentialgleichungen
dquivalent sind zu den Euler—Gleichungen (EG) der Lagrange—Funktion

L(a(s),i(s) = 3 (a(s), &ls)) = Sgan(a(s))d(s) " (s)

1 .
:1<_ (1_@)i2+(1_2ﬂ) 722+r2(92+sin29 <p2>> .
2 r T

Diese lauten in der Notation von §2:1.3 (f)

d [OL oL d 2m\ -
0*@[5}‘5 = %H“TH‘O’

_dfa)
" ds Lor or
_d 2m\ "', m .o 2m\ 2m . 2 .2, .2
_ds[(l_T) r:|+742t —(1—7) T—zr —r(@ +sm¢9<p),
0= % [Z—j} — g—g = % I:’I“Qé] —r?sinf cosf @,

d | 0L oL dra . 2,.
:ds[&p]&p = @Pﬂ sin 0@}70.

Die erste EG ist mit (1) dquivalent. Das AWP fiir die dritte EG bei gegebenen
Funktionen 7(s), ¢(s) hat zu den Anfangswerten 6(0) = 7/2, (0) = 0 genau
eine Losung. Da die Konstante 6 = /2 eine Losung ist, folgt Gleichung (2) fiir
alle s. Die vierte EG ergibt zusammen mit 6 = /2 die Gleichung (3). Aus (1),
(2), (3) (oder aus der zweiten EG) ergibt sich Gleichung (4):

2m 2m !
—u o= (&d) = —(1—ﬂ>t2+(1—ﬂ) 72 4+ 12
T T
—1 —1 2
:—(1—2—7”) E2+<1—2—m) 7‘«2+‘]—2. o
T T T

Wir betrachten nun radial laufende Teilchen mit verschwindendem Drehimpuls
J (d.h. 6 = const, ¢ = const, 0.B.d.A. 0 = 7/2, p =0).

FOLGERUNG 1. Fir jedes radial laufende lichtartige Teilchen in M{, My oder
M5 gibt es Konstanten to,ro mit
-2

t{t—to)=r—r0 +2mlogﬂ

ro — 2m

fir r,ro >2m bzw. 0 <r,rg < 2m.
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BEWEIs.
Die Gleichungen (4), (1) des Erhaltungssatzes liefern mit J =y =0
2 .
+tr=FE= (1——7");5.
r

Fassen wir r als Funktion von ¢ auf, so folgt

Ty (1 - 2—m> .

dt t r
Fiir die Lésung dieser DG mit 7(¢9) = 7o ergibt sich nach bew#hrtem Muster

t T T T
dr dr
:i:/ dt /1727” / dr + m/r—2m

T
to ro 0 0

£(t— to)

-2
r—ro—i—leogir Uy o
ro — 2m

Wir schreiben jetzt wieder 7 fiir die Eigenzeit.

FOLGERUNG 2. Jedes radial frei fallende Materieteilchen in My, My oder Ms
mit Energie E < 1 ist in den (7,7)-Koordinaten ein Zykloidenstick und zwar

gilt mit R=m/(1—E?), a=E/V1—-E?=./(R/m)—1

(i) T =19 + \/ER(Q/)—I—sinw), r = R(1+cosv),

wobei P der Abrollwinkel der Zykloide ist. Fiir die zugehdrige t—Koordinate ergibt
sich

(i) t = to + 2m (aw—&-;:;(i/)—f—sinw)-i-log

a + tan(y/2) D ‘

a — tan(y/2)
Die Figur zeigt radial laufende Licht- t A
teilchen in M7 und M5, ,
1
BEWEIS. "
Nach Gleichung (4) im Erhaltungssatz .
gilt mit p=1und J =0 :
1
EQ:l—Q—m—l—?ﬁ7 also .
r 1
1
1
jm;:\/2m+Eg_1:\/27”_7% :
r r R '
:
_ /m [2R—r ' o
“VR r r=2m ;
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Dies ist bis auf den Skalierungsfaktor +/m/R die Differentialgleichung der
Zykloide. Deren Losung kann nach §2:2.3(a) als durch den Abrollwinkel ¢
parametrisierte Kurve

T = 10k ER(w—‘—SiH’([)),
V' m

r = R(1+ cosy)
dargestellt werden. Fiir ¢ als Funktion von 4 ergibt sich mit (1)

—1
dt—dtdi—E(l 2m> dr

dy — dr dy T dip
Nach Einsetzen der von 1 abhingenden Funktionen r und dr/dy folgt Glei-
chung (ii) durch Integration, [TA]. O

1.6 Die Kruskal-Szekeres—Raumzeit

Die Kruskal-Szekeres—Raumzeit stellt die (im Wesentlichen eindeutige) Fortset-
zung der drei singuldren Schwarzschild-Raumzeiten dar. Diese beruht auf der
Wahl von raffinierten Koordinatensystemen, welche die Trennwiinde ,,{r = 2m}“
iiberdecken. Wir motivieren diese Transformation durch eine Vorbetrachtung.

(a) 1. Schritt: Wir wihlen in M¢ und M5 Koordinaten (1, r, 6, ¢), durch welche
radial einlaufende Lichtteilchen (7 < 0) als Geraden dargestellt werden. Nach
Folgerung 1 von 1.5 (b) ist

n:=t+r+2mlog|r —2m|
konstant ldngs dieser lichtartigen Teilchen und leistet somit das Gewiinschte.

Analog wihlen wir in M7 und M3 Koordinaten (€,,6,¢), durch welche radial
auslaufende Lichtteilchen (7 > 0) gerade gebogen werden. Hier ist entsprechend

&:=t—r—2mlog|r —2m|
als neue Koordinate anstelle von t zu wihlen.
Fiihren wir in M{ nun (¢,7,6, ¢) als Koordinaten ein, so ergibt sich [0UA].

-1
dé = dt — (1—2—"‘) dr,

T
-1
dn=di + (1—277”) dr,

ds® = — (1 — 27m> d.£d77—|—7"2d027
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L

NN e

r=2m r r=2m r

Die Koordinaten (n,,6,¢) und (¢,7,0, ) werden Eddington—Finkelstein—
Koordinaten genannt.

\ 4

2. Schritt. Die immer noch vorhandene Unstetigkeit der Metrik in r = 2m lésst
sich jetzt durch einfaches Umskalieren £ +— u = u(€), n+— v = v(n) beseitigen:
Nach einigem Probieren finden wir fiir die Koordinaten (u, v, 8, ¢) mit

(&Y. (]
u_eXp(4m 2) VT P g, T2

(die Terme —1/2 in den Exponenten erweisen sich spéter als praktisch, fiir den
Moment sind sie ohne Interesse),

-t £ 1 - L i_l)
du = 4meXp( 4m 2) e, dv = 4meXp(4m 3)
_ n—§ )
dudv = Tom? exp (74m 1) d€dn
= —Lex (L—i—lo (r—?m)—l) déd
T T 16m2 TP\ gy T8 "
1 r
r 2m r
=~ aps (17 7)o (g 1) dean,
1 2
ds® = Gm exp (I—L) dudv + r*do?,
2m

[0A]. Die Unstetigkeit der Metrik in » = 2m ist durch diese Koordinatenwahl
beseitigt!
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(b) Wir setzen

K = {(u,v) € R’ | u-v > meefl}
und definieren den C°°—Diffeomorphismus

f:]0,00] — ]—Zme_l,oo[ . re f(r) = (r—2m)en L.
Die C*°~Mannigfaltigkeit

M% =K x §?,

versehen mit der Lorentz—Metrik

16m?

ds® = exp (1 - L) dudv + r*do?
2m

und der durch 9, — 0, erzeugten Zeitorientierung heifit die Kruskal-Szekeres—

Raumzeit der Masse m > 0 (KRUSKAL, SZEKERES 1960). Hierbei fassen wir
w,v und 7 = f~'(u,v) auch als Funktionen auf M* auf.

Weiter betrachten wir in M die Teilmengen
M = {u,v >0}, My :={u<0<uv},
M ={u>0>v}, M :={uv<0}
und definieren auf deren Vereinigung M* \ {u-v =0} die Abbildung

(u,v) — (t,r) mit t:=2mlog|v/ul, r=f"(u-v).

§E : 3
0 n g
Av oA N &
T A T |
(SIS S t=0
t=3m
t=—2m
r=0 r=25m
2 1 r=1.5m
»- r=2m r=2m
r=1.5m
4 3 u r=2.5m
r=0
t=—2m
r=3m
t=0
£ £ E EEQ
® 8w oawn
LA T R A
LR I
« -
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SaTZ 1. Die Abbildung (u,v,0,¢) — (t,1,60,p) liefert bijektive Isometrien
M — MY, Myt — M5, Mg — M

BEWEIS siehe [68] 13, 24.Prop. Der Nachweis der ersten Isometrieeigenschaft
erfolgte im Wesentlichen in der Vorbetrachtung (a).

Bestimmen Sie die inversen Abbildungen (¢,r) — (u,v) in den genannten
drei Féllen.

Um zu einer anschaulichen Vorstellung der hier vorgenommenen Transformatio-
nen zu kommen, ist es empfehlenswert, radial ein— und auslaufende lichtartige
Teilchen in den vier Koordinatensystemen (¢,7), (n,7), (&r), (u,v) (die
Winkelkoordinaten 6, ¢ fortgelassen) zu skizzieren und einander zuzuordnen.

Wir betrachten in M die beiden Mengen
B:={u<0, v>0}={r<2m, v>0},
H:={u=0, v>0}={r=2m, v>0}.
Im folgenden Satz schreiben wir fiir Kurven o in M* 7(s) anstelle von r(a(s)).

SATZ 2. B ist ein schwarzes Loch, d.h. besitzt folgende Eigenschaften:

(1) Jedes einmal in B eingetretene (mazximal definierte) frei fallende Materie-
teilchen « : la,b] — ME  hat eine endliche Zukunft und fallt in die zentrale
Singularitt,

b<oo, limr(r)=0.

T—b
(2) Fiir jedes (mazimal definierte) lichtartige Teilchen o : Ja,b] — M* mit
a(so) € B fiir ein so € |a,b| tritt genau einer der beiden folgenden Fille ein:

(i) «a(so) € H, &(so) € Ta(so)H. Dann ist b = oo und «[so,o0]) liegt ganz
i H, es gilt also r(s) =2m fir alle s> so.

(if) b< oo und lirrir(s) =0.

(3) Beliebige Materieteilchen o :la,b] — M* mit a(ro) € B fiir ein T haben
ebenfalls endliche Zukunft und bewegen sich auf die zentrale Singularitdt zu,

b<oo, 7(r)<0 fir 7>1.

Fiir den BEWEIS verweisen wir auf [68] 13.30, 13.31, 13.36.

Die Hyperfliche H ist die Trennwand zwischen dem statischen Auflenraum
M ={u>0,v>0}={r>2m, v >0} und dem schwarzen Loch B;
diese wird nach (2) (i) also aufgespannt von den mit konstantem Schwarzschild—
Radius r = 2m stehenden lichtartigen Teilchen. H wird der Horizont genannt,
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weil durch diesen Kommunikation nur von auflen nach innen mdéglich ist; vgl.
auch die nachfolgende Aufgabe (b).

Als physikalisch relevant wird von der Kruskal-Szekeres-Raumzeit M nur der
Teil {v > 0} angesehen.

Als Literatur zum Gravitationskollaps und zu schwarzen Léchern empfehlen wir
[88] Ch.31-33, [79] 9, [104].

1.7 Aufgaben

(a) Zeigen Sie, dass die Schwarzschild-Metrik in M? U M35 beziglich der
Koordinaten (n,r,6,¢) die Gestalt

ds® = —(1—277”) dn® + 2dndr + r*do?

und in M{ U M5 beziiglich der Koordinaten (£,7,6, ) die Gestalt
ds® = —(1—2—7”) de* — 2dedr + r2do?
r

besitzt.

(b) Rotverschiebung von Funkspriichen bei Anndherung an das schwarze Loch:
In einer (t,7)-Ebene des Schwarzschild-AuBenraums M{ (Koordinaten 6,
fortgelassen) sei 7 — a(7) = (t(7),7(7)) eine frei fallende Raumkapsel mit
Energie £ < 1, und 7 — B(7) = (co7,70) mit 7o > 2m, co = (1—2m/ro)" /2
sei ein Beobachter. Zeigen Sie:

(i) Die Raumkapsel « erreicht zu einem endlichen Eigenzeitpunkt 71 den Ho-
rizont, lim r(7) =2m, und es gilt lim ¢(7) = co.

T—T1] T—T]
(ii) Sind fiir 7 > 71 die Ereignisse a(7) und G(h(7)) durch Funksignale syn-
chronisiert (vgl. §10:1.2 (e)), so empfingt 8 die von o unmittelbar vor Erreichen
des Horizonts ausgesandten Funksignale erst nach unendlich langer Eigenzeit,
d.h. es gilt lim h(r) = oco.

T—T1

Skizzieren Sie die Kurven «, 3 und eine Folge von verbindenden Funksignalen
in den Koordinaten (¢,7) und in den Koordinaten (u,v). Beschreiben Sie, wie
(B den von der Besatzung der Raumkapsel a kurz vor Erreichen des Horizonts
ausgesandten Funkspruch ,,Uns geht es gut®“ hort.

ANLEITUNG: (i) Verwenden Sie die Folgerung 2 in 1.5 (b) und stellen Sie wie
dort 7,7t als Funktionen des Zykloidenabrollwinkels ¥ dar, wobei 1 = 0 zum
Start der Raumkapsel und ) € ]0,n[ zum Eintritt in den Horizont, r(y1) =
2m, gehort. Folgern Sie aus 2m = r(¥1) = R(1 + cosy) = 2R cos?(11/2),
dass tan(y/2) = 4/(R/m)—1=a und daraus wlir?b t(y) = oo.

—Y1
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(ii) Verwenden Sie die Folgerung 1 in 1.5 (b), wonach die Ereignisse «a(7) =
(t(7),r(7)) und B(h(r)) = (coh(r),70) durch ein Funksignal (= Lichtsignal)
genau dann verbunden sind, wenn

-2
Coh(r) ~H(r) = ro—r(r) +2m log SO0

2 Robertson—Walker—Raumzeiten

2.1 Modellbildung

(a) Ziel ist die Aufstellung eines einfachen kosmologischen Raumzeitmodells
unter der Annahme der rdumlichen Isotropie des Universums. Fiir diese
Hypothese sprechen astronomische Beobachtungen, nach welchen die iiber kos-
mische Skalen gemittelte Sterndichte in jeder Beobachtungsrichtung annéhernd
gleich ist. Einen besonders hohen Grad von Isotropie zeigt die 1965 von PENZIAS
und WILSON entdeckte kosmische Hintergrundstrahlung.

Die Bewegung der Materie des Universums beschreiben wir durch ein Bezugsfeld
U der Raumzeit, also durch ein zukunftsgerichtetes, zeitartiges Einheitsvektor-
feld, welches wir als wirbelfrei annehmen, vgl. §10:1.8 (¢). Dessen Integralkur-
ven stellen wir uns durch Mittelung iiber die Bahnen der Galaxien entstanden
vor, wobei rdumlich lokalisierte Rotationen bei der Mittelung vernachléssigt
werden.

Wir formulieren die Bedingungen an das kosmologische Modell ganz in Termen
der Lorentz—Metrik; iiber die Feldgleichungen ergibt sich dann das Materiemo-
dell einer idealen Fliissigkeit.

An die Raumzeit M stellen wir folgende Bedingungen.
(1) Es gibt ein wirbelfreies Bezugsvektorfeld U auf M.
(2) M ist beziiglich U lokal rdumlich isotrop, d.h. zu jedem Punkt p € M
gibt es eine Umgebung W C M von p mit folgender Eigenschaft: Zu je zwei
Einheitsvektoren v,w € U],,L C Tp,M gibt es eine Isometrie ¥ : W — W mit

Fixpunkt p, die mit dem Fluss ®; von U kommutiert und deren Differential v
in w iiberfiihrt, also

Vod, = P,o0W¥, soweit definiert, und U(p) =p, d¥,(v) =w.

Die Wirbelfreiheit des Bezugsfelds U hat nach §10: 1.8 (c) zur Folge, dass durch
jeden Punkt p € M eine Orthogonalfliche Ny C M zu U existiert, welche
wir als Momentaufnahme (eines Teils) des Universums interpretieren.

Wir zeigen im Folgenden, dass jedes solche Raumblatt durch die lokalen Flus-
sabbildungen ®; von U in Raumblitter N; := ®;(Ng) verschoben wird, wobei
sich die Riemannschen Metriken von Ny und N; durch einen nur von ¢ abhéngi-
gen Skalenfaktor o(t) > 0 unterscheiden. Monotones Steigen von o(t) bedeutet
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demnach Expansion des Weltalls. Bei statischen Raumzeiten ist eine Expansi-
on ausgeschlossen, weil nach §10:1.8 alle Raumblétter zueinander isometrisch
sind, was ¢ = 1 bedeutet.

Das hier betrachtete kosmologische
Modell wurde vom russischen Ma-
thematiker und Physiker FRIEDMANN
1922 aufgestellt, sieben Jahre vor Ent- NG :
deckung der Expansion des Weltalls N,
durch HUBBLE 1929. Allerdings ging
FRIEDMANN nicht von der Isotropiebe- P,
dingung (2) aus, sondern postulierte

v
3
y A w
eine konstante Schnittkriimmung der /7\
.'-.,»..:'. ‘
\

A\ O,

Raumblétter. Dass sich diese schon

aus der Isotropiebedingung (2) ergibt, Ny
zeigten erst ROBERTSON und WALKER

1936.

Ein von EHLERS, GEREN und SACHS 1966 aufgestelltes allgemeines kinetisches
Gasmodell fithrt ebenfalls auf die im Folgenden betrachtete Robertson—Walker—
Raumzeit, siehe [78] 3.

(b) SATZ. Die Raumzeit M mit dem Bezugsfeld U erfiille die Bedingungen (1),
(2). Ferner sei Ny eine zusammenhdngende Orthogonalfliche und Ny := ®(Ny)
das Bild von No unter der lokalen Flussabbildung ®: von U. Dann gilt:

(i) No hat konstante Schnittkriimmung.
(if) Fuar |t| <1 ist ®,: No — N; eine Homothetie, d.h. es gilt mit o(t) > 0

(d®;(v),d®,(w)) = o(t)*(v,w) fir pe No, v,we T,Np.

BEMERKUNGEN. (i) Fiir die Begriffe Homothetie und konstante Schnittkriim-
mung verweisen wir auf §9:6.1. Dieser Satz wurde 1936 von Robertson und
Walker bewiesen; hierbei charakterisierten die Autoren die rdumliche Isotropie
und Homogenitét anders als hier durch die Existenz einer Maximalzahl von
sechs linear unabhéngigen Killing—Vektorfeldern, siehe [93] Sect. 13.1, 14.1.

(ii) Als Folgerung aus der rdumlichen Isotropie ergibt sich auch die rdumliche
Homogenitét: Zu je zwei Punkten p,q € N; gibt es eine Isometrie von Ny,
welche p in ¢ iiberfithrt [UA].

BEWEIS.

(i) Fiir jede Isometrie ¥ : W — W der in (2) genannten Art mit Zentrum
p € No folgt aus Vo &y = ¢ 0¥

AV odd, = db,odV,  dU(U,) = U,.
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Die erste Gleichung folgt aus der Kettenregel, die zweite mit ¢(t) := ®.(p) aus
V(p(t)) = ¥(Pi(p) = :(¥(p) = Pulp) = (1)

und damit
d¥(Up) = d¥((0)) = ¢(0) = Up.

(ii) No hat in jedem Punkt p € Ny konstante Schnittkriimmung. Denn sei-
en E,E' C T,No = UpL zwei Ebenen der Dimension 2 mit Einheitsnorma-
lenvektoren v,v’ € T,No. Dann gibt es nach (2) eine Isometrie ¥ um p mit
U(p) = p, d¥(v) = v und d¥(U,) = U, nach (i). Fiir diese gilt dann auch
d¥(E) = E’, woraus wegen der Isometrieeigenschaft von ¥ die Gleichheit der
Schnittkriimmungen K,(E), K,(E’) nach §9:6.1 (b) folgt. Mit dem Lemma von
Schur §9:6.1 (c) folgt aus der Konstanz der Schnittkriimmungen in jedem Punkt
p € Ny deren Konstanz auf Ny (siehe vorangehende Figur).

(iii) Fiir p € No und zwei Einheitsvektoren v,v" € T, Ny sei ¥ eine isotrope
Isometrie um p geméf (2) mit d¥(v) = v’. Dann gilt nach (i) fiir |¢| < 1
[d@: ()] = [|d@(d¥ ()| = [[d¥(dPe(v)]| = lldPe(v)]],

d.h. ||d®:(v)|| hat auf T, No einen konstanten Wert o(t, p). Durch Polarisierung
folgt

(d®:(v),d®(w)) = o°(t,p) (v,w) fiir v,w € T,Np.

Wir zeigen nun, dass g: : No — R, p +— o(t,p) bei festem ¢ konstant ist.
Hierzu reicht der Nachweis von

dot(v) =0 fiir jeden Einheitsvektor v € T, Ng mit p € Ng.

Sei v € T, No ein Einheitsvektor und « die Geodétische von M mit «(0) = p,
@(0) = v. GemiB (2) gibt es eine isotrope Isometrie ¥ mit W(p) = p, d¥(v) =
—v. Auch B := W o « ist eine Geoditische. (Dies ldsst sich am einfachsten
durch Wahl von Koordinatensystemen x,y von Nog um p erkennen, fiir welche
yoWo 27! die Identitét ist, woraus gik,e = Gik,y und kam = kay folgt.)
Wegen ((0) = ¥(p) =p und B(0) = (¥ o)’ (0) = d¥(&(0)) = d¥(v) = —v
folgt (B(s) = a(—s) fir |s| < 1 aufgrund der eindeutigen Bestimmtheit einer
Geodétischen ~ aus ihren Anfangswerten v(0), 4(0), vgl. §9:4.2(b). Daher gilt

—d(=s) = B(s) = d¥(s)),
und wegen [(G&(s), &(s))| = |[{(&(0),&(0))| = [{v,v)| = 1 folgt fiir |s| < 1 mit (2)
or(a(s)) = [[Pe(a(s))]l = [d¥(dP:((s))]l = [|dP:(d¥(a(s)))]|
= [[d@i(=c(=s))ll = [[=dPs(a(=s)) = or(a(=s)).
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Durch Ableiten nach s an der Stelle s = 0 erhalten wir

d

0= Zal@)],_, = a0)e = ver = dau(v). -

s=0

(c) Wir verschérfen nun die Forderungen (1), (2) durch Vollsténdigkeitsbedin-
gungen an die Raumzeit M sowohl in raumlicher als auch in zeitlicher Richtung.
Nach (b) besitzt jedes Raumblatt N, C M eine konstante Schnittkriimmung
K(t). Fordern wir von Ny noch die geodétische Vollstédndigkeit und den einfa-
chen Zusammenhang, so ist N; nach dem Satz von Hopf §9:6.2 (b) isometrisch
zur Standard-Raumform S*(K(t)). Von der Skalenfunktion ¢ — o(t) fordern
wir maximale Definiertheit auf einem offenen Intervall I, d.h. ¢ kann nicht zu
einer positiven C*°—Funktion auf einem grofleren Intervall fortgesetzt werden.
Wir fassen diese Bedingungen zusammen:

(3) M wird durch die Raumblédtter Ny iiberdeckt, M = Utez N;.

(4) Jedes Raumblatt N; ist isometrisch zur Standardraumform S3(K(t)).
(5) Die Skalenfunktion p: I+ Rso ist maximal definiert.

Bezeichnet g, die Riemann—Metrik von Ny, so gilt nach (b)

(x) ®ig, = Q(t)ng

und fiir die zugehorigen Schnittkriimmungen gilt K (t) = o(t) 2K (0) nach
§9:6.1(b). Wir definieren den fiir alle Raumblédtter Ny C M einheitlichen
Kriimmungstyp k € {—1,0,1} durch

K(t) K(0)

= TR0] = m fiir K(0)#0 und k := 0 fiir K(0)=0.

(d) Wir geben der Raumzeit M nun eine Standardgestalt und verwenden hier-

bei die Raumform N = S3(k) als Raummodell. N hat nach §9:6.2 (a) beziig-

lich Normalkoordinaten x = (z', 22, 2%) die Riemann-Metrik

3 _ 2 2 ik
do? = > gindx’ dz*  mit Git = J%) Sik + <1 — JEQ) rr ,
k=1

r = [|x|| und

sinr fir k=1,
J(r) = Ji(r) = T fir k=0,
sinhr fir k=-1.

Weiter definieren wir die neue Skalenfunktion R:I — Rso durch R(t) :=
co(t), wobei

c = |K(0)|Y? fir K(0)#0, ¢ := 1 fir K(0)=0.
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SATZ. Jede durch die Bedingungen (1)—

(5) festgelegte Raumzeit M ist isome-
trisch zur Raumzeit I x N = I x S*(k), -
versehen mit der Lorentz—Metrik

ds® = —dt® + R(t)’do”

und der von O erzeugten Zeitorientie-
TUNg.

Unter der Isometrie gehen das Bezugs-
feld U dber in 0; und die Raumblitter
N, in die Raumzeitschnitte {t} x N.

Wir identifizieren die beiden Raumzei- N Q

ten und schreiben entsprechend !
U:@t, Nt:{t}XN

Das Standardmodell Tx N = I xS*(k) wird Robertson—Walker—Raumzeit

oder Friedmann—Robertson—Walker—Raumzeit mit dem Raummodell
N = S3(k) und der Skalenfunktion R : I — Rso genannt.

BEWEISSKIZZE.

(i) Nach §9:6.2(b) liefert die Abbildung (z', 2%, 2%) — (ca’, cz?, ca®) beziig-
lich Normalkoordinaten eine Homothetie N — Ny mit Skalenfaktor ¢. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir K (0) = k € {—1,0,1} an und erhalten damit

N=No, c=1, R(t)=o(t).
(ii) Nach (3), (4) ist der Fluss von U,
b:IxN — M7 (t7Q) = (b(taQ) = q)t(q)a

ein Diffeomorphismus.

(iii) Es gilt d®(9:) = Uls , denn die Integralkurven ¢ +— (t,q) € IXN = I x Ny
von J; gehen unter dem Fluss von @ in die Integralkurven t+— ®(t,q) = ®+(q)
von U iiber.

Wie schon in (a) festgestellt wurde, geht {t} x N = {t} x No C I x N unter
dem Fluss ® in das Raumblatt N; C M iiber.

(iv) ® : I x N — M ist eine Isometrie: Die Metrik ds® = —dt® + R(t)*do? von
I x N bedeutet ausgeschrieben wegen N = Ny und do’ = g,

(v,w)y = —’w® + R(t)’g,(7,7)
fiir v, w € Tys,g)(I x N) =TI x TyN, v = (v°,7), w = (w°, %) mit 7,4 € T,N.
Fiir v =w = 9; = 0o gilt wegen d®(9;) =U

(01,0r) = (00,00) = —1 = (U,U) = (d®(0¢),dP(dy)) .
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Fir v,w 1 9 gilt 0= (v,0;) = —v"-1= 2", also v=v7¢€ T;N und daher
d®(v) = d®¢(¥); entsprechend d®(w) = d®+(w). Nach (x) in (b) folgt

(d®(v), d®(w)) = (d®(0), d®:(w)) = Pig, (0, )
= o(t)’g(7,W) = R(t)’gy (V@) = (v,w).

SchlieBlich gilt wegen d®(v) = d®.(¥) € T,N; = Uy mit p = ®(t,q) die
Gleichung

(dD(v),dD(dy)) = (d®.(7),U,) = 0. O

2.2 Die Feldgleichungen

Sei M = I x S3(k) eine Robertson-Walker-Raumzeit vom Kriimmungstyp
k={-1,0,1} mit Skalenfunktion R:I — R und Bezugsfeld U = 9.

SATz. Fir X,Y,ZeVM mit X,Y,Z 1L U gilt:

(i) DyU=0, DxU=DyX =R 'R'X, DxY =R 'R(X,Y)U+DxY,

wobei D die kovariante Ableitung beziiglich der Metrik do® von N bedeutet.
Rm(X,Y)U =0, Rm({U,X)Y = R'R"(X,Y)U,

(i) Rm(U,X)U=R'R'X,
Rm(X,Y)Z =R *(R*+k)(Z,Y)X — (Z,X)Y).

Re(U,U) = —=3R™'R", Rc(U,X)=0,

i
(i) Re(X,Y) = R™*(RR" + 2R"? + 2k)(X,Y).

(iv) S=6R *(RR'+R*+k), GUX)=0,
wobei wir fiir den Moment die Skalarkriimmung mit S bezeichnet haben.

GU,U)=3R*(R*+k), GUX)=0,

™) G(X,Y)=-R?(2RR" + R” + k) (X,Y).

BEWEISSKIZZE.

Wir setzen 2° = ¢ und withlen Koordinaten (z*, 22, 2%) von S®(k). Beziiglich der
Riemann-Metrik do? von S3(k) bezeichnen wir die metrischen Koeffizienten mit
Jiks ffk, ﬁf;ij (4,4, k,¢ € {1,2,3}, so auch im Folgenden). Mit etwas Rechnung
ergibt sich dann aus

goo =—1, goi=0, gik:R2§ik [04] :
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F(O)O = 07 P(O)z = 07 F?k = Rnglk = RilR,gik )
[ =0, Tg = RilR,‘si v D =T

Rii; =0, Rpy =R 'R'guwds, Rby; =R 'R'SS,
(I)  Rf,; = k"NR?+k)RL; = k™' (R + k)k(Ge;0f — Grid?)

= R2(R? + k) (gr;0f — gri6}) .

Die vorletzte Gleichheit folgt nach §9:6.2 (a).
Die Gleichungen (iii), (iv), (v) ergeben sich unmittelbar aus (2). m

Der Gestalt des Einstein—Tensors G in (v) entnehmen wir, dass die Feldglei-
chungen G = 87T zum Materiemodell einer idealen Fliissigkeit mit Geschwin-
digkeitsfeld U fithren. Fiir den Energieimpuls—Tensor einer solchen gilt nach
§10:2.2(a)

TU,U)=¢, TWUX)=0, TX,)Y)=p(X,Y)

fiir Vektorfelder X,Y L U. Die Energiedichte € und der Druck p sind hiernach
festgelegt durch

(1) 3R *(R*?+k) = 8r¢,
(2) —R?’QRR"+R”+k) = 8mp.

Die Gleichung des hydrodynamischen Gleichgewichts (dquivalent mit div7T = 0)
ergibt sich durch Ableiten von (1) und Verwendung von (1), (2) [0A]:

(3) & = —3(+pR'R.
Eine weitere unmittelbare Folge von (1) und (2) ist

(4 R'R' = —4%(5—&-31)).

2.3 Die Abstands—Rotverschiebungs—Relation

(a) In der Robertson-Walker-Raumzeit M = I x N mit N = S*(k) sei
a1 eine entfernte Galaxie und og ein Astronom auf der Erde. Wir stellen aq
und «; als Integralkurven des Bezugsfeldes U = 0; dar, also in der Gestalt
t— ai(t) = (t,q;) mit ¢ € N (i=0,1).

Die Galaxie a1 sende zur Zeit t1 ein Lichtsignal aus, das vom Astronomen ag zur
Zeit to > t1 empfangen wird. Wir setzen p; := a;(t;) = (i, ¢;) und bezeichnen
die Zeit to als Gegenwart.
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SaTZ. (1) Der Rotverschiebungsparameter z von (a1,p1) und (ao,po) (vgl
§10:1.6 (a)) ist gegeben durch

142z =

(2) Der gegenwirtige Abstand von ao nach oy (also der Abstand der Punkte
(to,qo) und (to,q1) tm Raumblatt Ny, = {to} x N) betrdgt

to

dt
do = R(t —_—
0 (to) / R@
ty
vorausgesetzt, dass im Fall k=1 das Integral hochstens gleich m ist.

Nach (1) ist also eine von ag beobachtete Rotverschiebung z > 0 von Spektral-
linien dquivalent zur Expansion R(to) > R(t1). Aus (2) ergibt sich die

FOLGERUNG. Im Fall eines endlichen Zeitbeginns 1o :=inf I kann oo zur Zeit
to nur Lichtquellen a1 beobachten mit
to
do < Do = R(t —.
o < Do (to) / 0]
To
BEWEIS.

(1) Sei ~:[-1,0] = M =1IXx N, s+ v(s) = (t(s),5(s)) ein Stiick einer
lichtartigen Geodétischen mit ~(—1) = p1, ~(0) = po. Nach Beweisteil (i)
des Satzes in 2.2 lauten die geodéitischen Differentialgleichungen mit den dort
verwendeten Bezeichnungen

(i) T+ROROIFIZ =0 mit [[F]3 = Gu(F)i'd",

(i) & +T,(H)i's" = A/ mit A = —2R'(t)R(t) L.

Die Lichtartigkeit von v bedeutet

(i) 0= (3% = = RO*IVIX.

Aus (i) und (iii) folgt (R(t){)" = R'(t){* + R(t){ = 0, also R(t)i = const.
Nach §10:1.6 (a) ist der Rotverschiebungsparameter z damit gegeben durch

Ly GED0) _ GD.8) _ 1) _ RE0) _ Rito)

(7(0), éo(t0)) (7(0), Btlpo) {0)  R((1)) R(t1)
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(2) Die Projektion von s +— ~(s) = (¢(s),7(s)) auf das Raumblatt Ny, =
{to} x N ist s+ B(s) := (to,7(s)). Das Kurvenstiick §:[—1,0] — M hat
nach (iii) die Linge

L2,(B)

0 . 0 .
S 18(s)llds = R(to) [ [17(s)nds

= R(to) [ R(t(s)) 'i(s)ds = R(to)fR(t)_ldt.

—1 t

Wir zeigen anschliefiend, dass 3 durch eine Umparametrisierung in eine Geodéti-
sche B = B oh™! iiberfiihrt werden kann. Die Linge Lé(ﬂ) des zugehorigen
geoditischen Segments reprisentiert in der Raumform Ny, = S*(K) den Ab-
stand d der beiden Endpunkte (to,q1) = E(O), (to,q0) = E(Z) Dies ist im Fall
K =0, also fiir Ny, = S3(0) = R® wohlbekannt und auch im hyperbolischen
Fall K < 0 richtig ([68] 10, 22.Thm.). Im Fall K > 0, also fiir die Sphére vom
Radius R(to) = K~/? ist das fiir Lé(g) < wK~Y% = 1R(ty) richtig, ganz
analog wie auf zweidimensionalen Sphiren.

Damit erhalten wir die Behauptung

do = LyB) = L2:(8) = Rito) [ R()™ dt.

to

Die Parametertransformation h erhalten wir aus der Forderung 5 = 0 und der zu
(ii) dquivalenten Gleichung 5 = AB. Durch zweimaliges Ableiten der Gleichung

Boh =0 folgt
(logh) = h/h =X = (log R(t)"%)", also h=cR(t)">

S

mit einer Konstanten ¢> 0 und damit h(s) =c [ R(t(c)) *do. o
1

(b) SATz 2. Unter den Voraussetzungen R'(to) >0 und €+ 3p >0 besteht
die Taylorentwicklung

1 1 2 "
Hierbei sind die Hubble—Konstante Hy und der Verzdégerungsparameter
qo definiert durch

R'(to) R(to)R" (to)

H = = —
0 R(to) ; q0 R/(tO)Q
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BEWEIS.
Die Taylor-Entwicklung von ¢+ R(to)/R(t) an der Stelle ¢o lautet

_ R’(t ) Rl(t )2 R//(t ) )
R(t) 1- R(t(?) (t—to) + (R(t;)Q - 2R(t2))(t_t°) 4o

= 1—Ho(t—to) + (1 + 5q0) Hy(t —to)* + -+~

(--- steht hier wie im Folgenden fiir Glieder héherer Ordnung). Hiermit folgt
nach (a)

R(t
z = Z(tl) = REt(l) —1= H()(t() 7151) -+ (1 -+ %qo) Hg(to 7t1)2 4+

~

~—

Wegen R'(tg) >0 und R’ <0 nach 2.2(4) gilt auch R'(¢) >0 fiir ¢ < to.
Die Funktion #; — z(¢1) ist somit invertierbar, und wir erhalten

H(to—tl) = Z—(l—%qO)-i-

Mit der Integraldarstellung fiir do in (a) ergibt sich damit

to
R(to) 1 2
dy = dt = tog—t —(tp — t
0 /R(t) 0 1+2HD(0 )+
t1
— L( _l(1+ )2_|_.,.) O
= z—3 qo)z .

Der gegenwirtige Abstand do einer Galaxie ist der astronomische Beobachtung
nicht zugénglich. Bei der Bestimmung der Abstands—Rotverschiebungsrelation
werden deshalb andere Abstandsbegriffe verwendet, siehe [93] Sect. 14.4. Wir
geben deren Beziehung zu dy an und verwenden hierbei die in 2.1 (¢) eingefiihrte
Funktion J = Ji; wobei do/R(to) < m im Fall k = 1 vorausgesetzt wird:

dv = R(to)J(d/R(to)) (Echtbewegungsabstand),

dp = (1+2)dm (Helligkeitsabstand),

da = (1+2)'du (Winkeldurchmesserabstand),
dy = A (Parallaxenabstand).

1 — k(dam/R(t0))?
Fiir kleine Werte von z und do/R(to) fallen alle vier Grofien praktisch mit d
zZusammen.

Systematische Rotverschiebungsmessungen wurden von SLIPHER und anderen
seit 1910 durchgefiithrt. Mit Hilfe dieser Daten und den von ihm angestellten
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Entfernungsmessungen fand HUBBLE 1929 eine ann#hernd lineare Beziehung
zwischen der Rotverschiebung und dem Helligkeitsabstand benachbarter Gala-
xien, womit er die Expansion des Weltalls entdeckte. Nach der Inbetriebnah-
me des 200-Zoll-Spiegelteleskops auf dem Mt. Palomar 1950 konnten Hubbles
Nachfolger das Datenmaterial um ein Vielfaches erweitern, siehe [93] Sect. 14.3.
Bedeutende Fortschritte an Beobachtungsgenauigkeit brachten die astronomi-
schen Beobachtungen durch Forschungssatelliten seit 1993. Die Messungen mit
der Wilkinson microwave anisotropic probe (WMAP) von 2003 liefern fiir die
Konstanten Hp und ¢o die Werte

Hy' = (13.8+0.7)-10° Jahre, g0 = —0.595 4 0.05.

(c) Bei bekannter Zustandsgleichung p = f(¢) kann aus den Feldgleichungen
(1) und (3) von 2.2 die Energiedichte ¢ eliminiert werden, woraus die verallge-
meinerte Friedmann—Gleichung

R”?+k = g(R)

mit einer C*°—Funktion g auf ]0,00[ entsteht. Hieraus ergibt sich unter der
Annahme R'(to) > 0 die Integraldarstellung des gegenwiirtigen Abstandes

142
dy = /d—u mit  Ro := R(to)
uy/g(Rou1) — k

1
(Nachweis als unter Verwendung der Substitution ¢— u = Ro/R(t) im
do darstellenden Integral in (a)).

Die Elimination von € aus 2.2 (1) geschieht folgendermafen: Ist die Funktion
f R4+ — R C*-differenzierbar und gilt f(0) =0, uw+ f(u) >0 fiir w > 0,
so ist die Stammfunktion

F:Rso— R mit F(s)::/

1

du
u+ f(u)

bijektiv. Nach 2.2 (3) ergibt sich
F(e) = log(cR™®)

mit einer Konstanten ¢ > 0 [A]. Nach Inversion dieser Gleichung kann hiermit
€ in 2.2 (1) eliminiert werden.
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2.4 Die Evolution der Robertson—Walker—-Raumzeiten

Wir untersuchen im Folgenden das durch die Feldgleichungen 2.2 (1), (3) gesteu-

erte Evolutionsverhalten der Funktionen R(t), e(¢), p(t) und setzen dabei
e>0 auf M

voraus. Die Grenzen des maximalen Existenzintervalls I bezeichnen wir mit Ty

und 77, schreiben also I =]Ty,Ti[ (—o0 < Tp < T1 < 00).

(a) Bei gegebener Zustandsgleichung p = f(e¢) lassen sich die Feldgleichungen
2.2(1), (3) leicht integrieren. Fiir p =0 (Staubmodell) lautet die Feldgleichung
2.2(3) & = —3¢R'R™'. Diese hat die Losung

?Rsf = m

mit einer Konstanten m > 0, die wir als skalierungsinvariante Energie— bzw.
Massendichte interpretieren kénnen. Durch Eliminieren von ¢ in der Feldglei-
chung 2.2 (1) ergibt sich die Friedmann—Gleichung (FRIEDMANN 1922)

R?*+k = 2mR™'.

Fiir k = 0 folgt aus R-R™> = 2m und R/(to) > 0 fiir ein to € I, dass R monoton
wéchst und R’ monoton fillt. Es gibt also ein Ty € R mit lirg R(t) = 0. Nach
tTp

einer Zeitverschiebung ¢t — t — Ty erhalten wir die Lésung

R(t) = $/9m/2 t*/* auf I=]0,00|.

Fir k = 1 ist die Friedmann—Gleichung AR
die Differentialgleichung einer Zykloi-
de (vgl. §2:2.3). Die Losung kann als
durch den Abrollwinkel parametrisierte

Kurve k=1
t:mw—SinW,
k=1
R=m(1—cos)
auf dem Intervall I =]0,27mm[ darge- ‘ g
stellt werden [UA]. Zmm t
Im Fall £ = —1 ergibt sich die hyperbolische Zykloide
t = m(sinhy — ), R = m(coshy — 1)
auf I =10,00[ [UA].
Fiir alle drei Raumtypen startet die Skalenfunktion mit R(t) ~ const-¢*/% und

die Energiedichte mit &(t) ~ const -t~ 2 nahe ¢t = 0. Im Fall eines offenen
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Universums S%(k) = R® mit k£ € {~1,0} findet unbeschrinkte Expansion
fiir alle Zeiten 0 < t < oo statt. Im Fall eines geschlossenen Universums
S3(k) = S mit k = 1 expandiert das Universums bis zum Erreichen des
Maximums R = 2m fiir ¢ = 7m. Dann kontrahiert es in symmetrischer Weise
zum Kollaps, wie sich durch Zeitspiegelung t +— 27mm —t ergibt.

Unter der Annahme p =¢/3 >0 (Strahlungsmodell fiir ein heiles Universum)
ergibt sich aus den Feldgleichungen 2.2 (3) und (1) ganz &hnlich

8mcy
3

R'c = ¢ und R?+k = R™?

mit einer Konstanten ¢y > 0. Als Losung der zweiten Gleichung erhalten wir

R(t) = +/2at —kt? mit a:=+/8mco/3

auf I =]0,00[ im Fall k € {-1,0} und I =]0,2a[ fiir k=1 [0A]. Das
qualitative Verhalten der Skalenfunktion ist also das Gleiche wie beim Staub-
modell.

(b) Wir zeigen jetzt, dass das in den Beispielen beobachtete Verhalten an der
Stelle Top = 0 typisch ist. Hierbei gehen wir von den Feldgleichungen mit kos-
mologischem Glied aus, d.h. von

G =8rT — Ag bzw. G = 81T — Agik -

Diese werden neueren kosmologischen Modellen zugrunde gelegt, wobei die kos-
mologische Konstante A als Dichte der Nullpunktsenergie (dunkle Energie)
interpretiert wird, siehe [110] 7, [112].

Nach 2.2 lauten hiermit die Feldgleichungen der Robertson-Walker-Raumzeit
(1) B3R *(R*+k) = 8re+A,
(2) —R ?QRR"'"+R?+k) = 8mp—A.

Wie in 2.2 folgt aus (1) und (2)

(38) €& = —3(+pR 'R,
4) RR' = 74?”(5+3p)+%/\.

Existenz des big bang. FEs gelte

A—1
>
p="3

e fir 0< R< Ro
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mit Konstanten A, Ro > 0. Gibt es ein to € I =Ty, T1[ mit
R/(to) > 0, R(to) < Ry wund 47TA6(t0) > A7

so hat die Robertson—Walker—Raumzeit eine endliche Vergangenheit, Ty > —oo,
und es gilt

lim R(t) =0, lim R'(t)=oc0, lim (t)=o0.

t—To t—To t—To

BEWEIS.

Nach Voraussetzung gilt R(t) < Ro fiir 0 < to —t < 1 und daher nach (3)
ele = 31+ 'pR 'R < —(A+2)R'R’.

Hieraus folgt durch Integration von ¢ bis tg

(5) e(t) > cR@)"*? mit ¢ := e(to) - R(to)*

fiir 0 <to—t<1. Mit (4) folgt wegen e+ 3p > Ae
—3R'R" = 4m(e+3p)— A > 4wAe — A > 4wAcR™ 7 —A.

Wegen 4mAe(to) > A folgt R’(t) < 0 und damit R'(t) > R'(t) sowie
R(t) < Ro fir ¢ < to, to —t < 1. Damit bleiben die Bedingungen fiir die
vorangehenden Abschéitzungen fiir fallendes ¢t < to erhalten, und es folgt

R(t) < R(to) + R'(to)(t — to) fiir To <t < to,

was nur fir Tp > —oo moglich ist. Nach Definition von Tp (vgl. 2.1(c)) ist
dann lim R(t) = 0. Die iibrigen Grenzwertaussagen ergeben sich daraus mit
t—To

(5) und (1). O
Exponentielle Expansion. Es gelte A >0, k=0 und
—Be < p <0 fir R>R >0

mit einer Konstanten B € [0,1[. Gibt es einen Zeitpunkt t1 € I =]To,T1[
der Ezpansion mit groffem Skalenfaktor,

R'(t1) >0, R(t1)> Ri1,

so hat die Robertson—Walker—Raumzeit unendliche Zukunft, Ti = oo, wund es
gilt mit X :=+/A/3 wund einer Konstanten p > A

R(t1) M) < R(t) < R(t1) e ™) fir t >ty

lim e(t) = 0.

t—oo
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BEWEIs.
Nach (1) mit k=0 gilt
BR°R? = 3R™?(R®+k) = 8me+A>A=3)\%,
somit R'(t) > AR(t) und R(t) > R(t1) > Ry fir t €1 mit t > .
Daher folgt nach Voraussetzung und nach (3) fir ¢ > ¢;
el — “3(1 4 sflp)RflR' > _3R7'R,
el = =31+ "'pR'R < -3(1—-B)R'R’.
Durch Integration von 1 bis t > ¢; folgt
6) R = e(t) < R fir t >4
mit Konstanten ¢1,c2 > 0. Nochmalige Anwendung von (1) ergibt fiir ¢ > ¢
3R2R? = 8re+ A < 8reaR(t) 7B A = 347

und damit R’(¢) < p R(t). Hieraus folgt das behauptete exponentielle Wachs-
tum von R und damit 77 = oo gemé$ 2.1 (c). Die zweite Behauptung ergibt sich
aus (6). O

(¢) Wir gehen nun von einem kosmologischen Modell mit inflationérer Phase
aus, vgl. [110] 7, und machen die Annahme, dass die Energiedichte € von der
Gestalt ist

g Ro 3 Ro 4
= =y (=2 Qr (=) .
Ee M(R) + R(R)

Hierbei ist Ro = R(to), ec = 3H3/(8m), Ho = R'(to)/R(to) fiir den ge-
genwirtigen Zeitpunkt to € I und Qar, Qg sind positive Konstanten (oft auch
mit Qa,, Qr, bezeichnet, weil sie sich auf den gegenwirtigen Zeitpunkt bezie-
hen); siehe [112]. Weiter setzen wir

Qan = A/(3H]).

Die Feldgleichung (1) schreibt sich hiermit

RN A k1 8
HoR) ~— 3H? 3HZ R? 3H?

k1 Ry 3 R0)4
O — =+ Qu( 2 Qp( =2
AT amERe T M(R) + R(R ’
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und wenn wir noch a(t) = R(t)/Ro, Qx = —k/(3H3R3) setzen,

;N2
(%) (; a) = Qr + Qxa? + Qua™® + Qra™*.
0

Die Konstanten Qa,Qx,Qar, Q2r konnten durch die Wilkinson microwave an-
isotropic probe (WMAP) von 2003 sehr genau bestimmt werden. Es ergab sich

Qa = 0.73+£0.04, Qu = 0274004, Qx =~ 0, Qr =~ 0,
Hy' = (13.8+0.7) - 10° Jahre,

also der Kriimmungstyp k& = 0 des offenen Universums. Wie sich leicht nach-
priifen ldsst, sind durch dieses Modell
die Voraussetzungen der beiden Sitze

erfilllt. Es ergibt sich somit die Exi- A B/Ro
stenz des big bang sowie exponentielle 3T
Expansion fiir grofie R.
Die Integration der DG (*) mit dem
Anf: 27

nfangswert

a(0) =1

ergibt einen eindeutig bestimmten 14
Wert To mit a(7p) = 0. Nach Aus-
fithrung der Translation t +— t — Tp
erhalten wir fiir das Alter des Univer-

1 |-
T Ll
sums dann to = —Tp, und zwar to=13.7-10° t (Jahre)

to = (13.7+0.2) - 10° Jahre.
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